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Berekening van determinanten

Toepassing van de eerste zowel als van de tweede determinan-
ten regel (blz, 113, 115) geeft in het algemeen zeer veel
rekenwerk, omdat bij betrekkelijk kleine orde van de determi-
nant het aantal termen vrij groot wordt (bij orde 4 bijv,
reeds U41=24 termen)., Het werk kan echter belangrijk worden
vereenvoudigd, Passen we namelijk stelling 7.719 toe, dan is
de berekening van een determinant al direct terug te voeren
tot die van de minoren van de elementen van zekere rij of
kolom, d,z. determinanten van een orde lager. Met behulp van
de stellingen 7.2 en 7.6 is de berekening verder te vereen-
voudigen.

Het streven hierbij is steeds zoveel mogelijk elementen uit
een bepaalde rij of kolom nul te maken ("schoonveegproces")
en dan de determinant te ontwikkelen naar die rij of kolom,
De zaak wordt dan teruggebracht op de berekening van deter-
minanten van lagere orde, waarop hetzelfde beginsel is toe
te passen,

Aan het volgende voorbeeld zullen we de methode verdulde-

lijken:
3 2 4 5 4 0 3 2 , }
—1243@-42«3@432@'432@

Vo lg o0 4 2 6 0 4 2 ol6 4 2| 43 21
b4 -3 1 6 0 -5 -5 6 -5 -5 {6 -5 -5
-2 -1 2 |(5) -2 -1

4l 0 0O 1 ”__)_{_ 24 5*=—4(-1O+2’1)= -4,

21 5 -5

waarbij de bewerkingen (1) t/m (5) bij elke stap resp. voor=

stellen: .

(1): rij 1-rij 2; rij 4-2xrij 2 (stelling 7.6);

(2): ontwikkelen naar de 2% kolom (stelling 7.19);

(3): factor 2 uit de 2% rij (stelling 7.2);

(4):ﬁkolom 1-3 x kolom 3; kolom 2-2 x kolom 3 (stelling 7.6);
(5): ontwikkelen naar de 2% rij (stelling 7.19). ‘
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Opgaven
1. Maak nog eens de opgaven 2,5 en 6 van blz,.125-126,
2. Bereken de waarden van devolgende determinanten:
2 1 3 1-1 2 4 6 5 17 0 -1 1
1°l 4 -1 o|;2° 3 1-2/33°]1 0 of;:u°|0-1 2 1|,
. 3
-7 2 1 17 2 3 2 -8 3 1 0 -1 2
’ 2 1-1 0
6 5 4 3 2 7 11 19
50 5 4 3 2§, 6° 0O 1 28 31
4 3 2 1 0 O 3 -10
3 2 1 0 0O O 0 5
x2 ax x 1
3., Los x op uit: 5
b~ ab b 1 -0
02 be x 1
d2 ad d 1
4, Bewijs de volgende geliikheid met behulp van eigen-
schappen van determinanten:
a1+b1 a2+b2 a3+b3 a, a, a3
b1+01 b2+c2 b3+c3 = 2 bq b2 b3 .
cq+a1 02+a2 03+a3‘ cq ©Co 03
5. Als A=(aij) een vierkante matrix is van de n° orde
en B=(mij) de matrix, waarvan de elementen de mino-
ren zijn van de overeenkomstige elementen van A,
bewijs dan, dat jBf=IAln_1 voor n »1 (B is de gead-
jungeerde matrix van A (blz 129)).
6. In een determinant D van de graad n worden de elemen-

ten van elke rij verminderd met de som van de over-

eenkomstige elementen van de overige rijen. Bewljs,

dat de nieuwe determinant gelijk 1s aan
2" Nn-2)D, (ns2).
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7. Bewijs bijv. door ult te gaan van de Vandermonde-deter-
minant (opg.5, blz 126)

1
a

2
a
53

4
a

1 1 1 1

o e d e 1 1 1 1
2 2 .2 2

prc dre , dat van de 4% graads- x b e d

b3 C3 d3 e3 vergelljking in x: X2 b2 02 d2

b4 c4 d4 e4 x4 b4 c4 d4

een der wortels gelijk is aan -(b+c+d).

Toepassing van de determinantentheorie bij de bepaling van

de rang van een matrix

Definitie: Als r de rang van de matrix A isg, dan wordt onder

Opm, 1)

een hoofdmatrix van A verstaan, elke vierkante

, e
deelmatrix van A van de r  orde, waarvan de deter-
minant # O is (dus elke niet-singuliere deelma-

. e
trix van de r  orde),

Als deelmatrix van A kan ook A zelf optreden
(dit is het geval als A niet-singulier is).

Een nulmatrix heeft per definitie een "deelmatrix"
van de 0O° orde met determinant # 0 (niet-singu-

lier), .

Dat een matrix met rang r steeds een hoofdmatrix bezit, doch

nimmer een matrix van orde »r, waarvan de determinant #0 is,

is de inhoud van de volgende stelling:

Stelling 7.22 Een matrix A heeft dan en slechts dan de rang

Bewljs:

r, als A minstens één niet-singuliere deelmatrix
van de orde r bezit, doch niet een niet-singuliere
deelmatrix van hogere orde,

Laat B een niet-singuliere deelmatrix van A zijn,
van zo groot mogelijke orde s. (Onderstel s> 0;
als s8=0 is A=0 en de stelling is triviaal i,v.m.
opm,2 boven) We zullen bewijzen, dat s=r (= rang
van A):

De s rijen van A, die de s rijen van B bevatten,

moeten lineair onafhankelijk zijn, want als ze
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lineair afhankelijk zouden zijn, dan waren de rij-
vectoren van B dat ook, waardoor B singulier zou
zijn (Stelling 7.13).

A bevat dus minstens s lineair onafhankelijke rij-
vectoren, zodat geldt s¢ r. We gaan nu aantonen,
dat leder stelsel van s+1 rijen van A lineair af-
hankelijk 1s. (Onderstel hierbij s < aantal rijen
van A). Laat namelijk C een deelmatrix van A zijn,
gevormd Uit s+71 rijen van A. De rang van C is
kleiner dan s+1, want anders zou C zeker s+1
lineair onafhankelijke kolomvectoren bevatten, zo-
dat er dan een niet-singuliere deelmatrix van A
zou moeten bestaan van orde s+71 in strijd met het
uitgangspunt.

s+1 rijen van A zijn dus lineair arfhankelijk, zo-
dat r« s+71 en dus samenvattend ss< r < s+71, hetgeen
geeft s=r,

Hiermede is stelling 7.22 bewezen,

orde van de grootst mogelijke niet-singuliere deel-
matrix van A, Deze definitie is dan volgens bovenge-
noemde stelling aequivalent met de onze, (maximale
aantal rijen of kolommen, dat lin. onafhankelijk is),

Stelling 7.22 wordt toegepast bij het zoeken naar een hoofd-
matrix van een gegeven matrix A, Deze hoofdmatrix moet
volgens deze stelling een niet-singuliere matrix zijn van zo
hoog mogelijke orde, Willen we dus onderzoeken of een niet-
singuliere deelmatrix van A hoofdmatrix is, dan moet dus wor-
den nagegaan of alle vierkante deelmatrices van A, waarvan

de orde 1 hoger 1is, singulier zijn, of hiermede aequivalent:
een determinant bezitten gelijk aan 0, Is dit het geval,

dan geeft de orde van die niet-singuliere deelmatrix van A
dus Jjuist de rang van A aan, Op deze wijze kan dus ook de

rang van een matrix (van niet te grote afmetingegj worden be-
paald., De volgende stelling zal het rekenwerk belangrijk kun-

%) anders_te'bewerkelijk
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nen vereenvoudigen:

Stelling 7.23 Is D een vierkante deelmatrix van A van de re

orde, zodanig, dat det D#0, en is verder ge-
geven, dat iedere (r+1)-matrix, die ult D
ontstaat door randen met een rij en een kolom
uit A, de determinant O heeft, dan heeft ook
iedere (r+1)-matrix van A de determinant O

(D is dan dus een hoofdmatrix van A),

Opm. Is A een (m,n)-matrix, dan wordt ondersteld, dat r niet
gelijk is aan m of n.

Bewijs: Gemakshalve zullen we onderstellen, dat D gevormd
wordt door de eerste r rijen en eerste r kolommen
van A, We zullen nu aantonen, dat een willekeurige
rij van A, stel de ke, een lineaire conbinatie is
van de eerste r rijen van A, voorgesteld door:

a a o 0o 0 a‘

M Tr n

¢ 0 6 » B 0 @ 9 & § 06 0D O N O S O O

a 60 O vo s O .
r rr rn

Het volgende stelsel vergelijkingen in pq,pg,ah,,pr:

+ + =
f'pﬂ 811 e Pp 8p By
+ + =
4 p1 aﬂr ce Pp arr Br
L P, 2 S ... Tt DA = g
1 7 Yr Trn kn

heeft immers volgens stelling 6.5 en 7.711 altijd een oplossing.

Iedere rij van A is dus een lineaire combinatie van r rijen,

zodat ieder stelsel van r+1 rijen lineair afhankelijk is
(vgl opm 2° blz,105),
Elke+ronderdeterminant van A van de (r+1)e orde heeft dus
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r+71 lineair afhankelijke rijen en heeft dus, op grond van
stelling 7.11 de waarde O, hetgeen te bewijzen was,
Uit stelling 7.22 en 7.23 volgt direct de volgende stelling:

Stelling 7.24 Een matrix A heeft dan en slechts dan de rang

r als A een vierkante deelmatrix D bevat van
de orde r met det D#0, zodanig dat geen der
(r+1)-matrices, die uit D door randen met een

rij en een kolom uit A ontstaan, een determi-

!
nant #0 heeft,

)

D is een hoofdmatrix van A,

Stelling 7.24 houdt dus een zeer eenvoudig voorschrift in

om een hoofdmatrix en de rang ven een matrix te bepalen,

Vb.: Bepaal een hoofdmatrix en de rang van de matrix

De onderdeterwinant van de Be orde rechtsonder

/
) - {q
\

12 5 9

[TV TR 2 I UL I\
S DOy
i) A &= 3 o

L)

is ongelijk aan O, terwijl alle 6 determinanten, die uit

randing van deze ontstaan met 1 »ij en 1 kolom van A, n,l,.
J 2

6 7 9 7 |13 7
> 4 2 1 5
- A1 e [oR |
32 4 1 6 2
5 9 7 7 |12 9
12421 5
en
7 1 3 5 2 1
fB 2 4 1 6 2

T
et er
» 1

Ty In"geval er geen

orde van D gelij!:

\ 2

9

no

S VI G I R WU S IR 4=

|

.j i
i
i

1

.
1)

i1 2 8 19| 2 2 8 19
lz b2 1! 5 L 9o 7
o1 3 50 213 5]
!324 1 16 2 u 1

gelijk zijn aan O, zoals gemak-~
kelijk is te verifieren., Een
hoofdmatrix van A is dus bijv.
De rang van A is dus 3,

(r+1)-matrices zijn te vormen, dus als de

is aan de r j-of kolomlengte van A, stemt de

rang van A ook met deze orde overeen.
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Opm, A bevat (i)x(2)= 75 onderdeterminanten van de 48 orde,

Wij behoeven hier dus slechts van 6 determinanten het
nul zijn na te gaan om tot het 0 zijn van de overige
69 determinanten automatisch te kunnen besluiten (stel-

ling 7.23).

Opgave
Bepaal de rang van de volgende matrices:
2 1 7 3 1 4 53 1 3 1 -2
°41 4 2 2% (2 1 71;3° 3 2 5 -1l
3 5 9 2 1-10 14 2 -1 b1
7 7 11 -4/
170 0 /2 3 S99 T a7
4o 0o 0135°1(1 u1;6°(3 2 -4 7 ]
0 0 1 \2 0 2 -1 -5 -4
o 6 6 12
1 4 2 7

Toepassing van de determinantentheorie bij het oplossen van

stelsels lineaire vergeli jkingen

Eerst geven we een opsomming van de voor ons doel belangrijke
eigenschappen van deze stelsels, afgeleid in § 6.

E 1. Een homogeen stelsel var n lineaire vergelijkingen met
n onbekenden heeft dan en gslechts dan een andere dan
de nul-(of triviale) op:ossing, als de kleine (of
coefficienten-)natrix vin het stelsel singulier is of
(aequivalent hiermede) ce determinant van deze matrix
gelijk is aan nul.,

E 2. De oplossingsruinte van een homogeen stelsel lineaire
vergelijkingen met n onbhekenden heeft de dimensie n-r,
als r de rang van de kleine matrix is.

E 3. Een niet-homogean stelsel van lincaire vergelijkingen

heeft dan en slechts dan een oplogsing, als de rang

van de kleine matrix g=lijk is s2an de rang van de
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grote (of aangevulde) matrix,

Is s een oplossingsvector van een niet-homogeen stelsel
lineaire vergelijkingen en is T een oplossingsvector

van het bijbehorende homogene (of gereduceerde) stelsel,
dan is s+t een oplossingsvector van het niet-homogene
stelsel, Is s een oplossingsvector van het niet-homogene
stelsel (een particuliere oplossing) en doorloopt €

alle oplossingen van het gereduceerde stelsel, dan door-
loopt s+t alle oplossingsvectoren van het niet-homogene
stelsel,

Een niet-homogeen stelsel van n lineaire vergelijkingen
met n onbekenden heeft dan en slechts dan één oplossing

als de kleine matrix niet-singulier is.

De eigenschappen E 1, E 3 en E 5 zouden existentie-~theorema

kunnen worden genoemd voor stelsels lineaire vergelijkingen,

daar zij slechts voorwaarden aangeven voor het bestaan van

oplossingen van deze stelsels, en ons verder niets vertellen

over de methode om de oplossingen te bepalen.

De meeste methoden om een stelsel lineaire vergelijkingen

op te lossen zijn variaties van de methode van successieve

eliminatie der onbekenden.

De determinanten-stellingen 7.19 en 7.20 doen ons een middel

aan de hand om langs systematische weg de oplossingen van

een stelsel te bepalen door middel van eliminatie der onbe-

kenden met behulp van determinanten=theorie,

Beschouw hiertoe het volgende stelsel van n lineaire verge-

lijkingen met n onbekenden;

(7.22)

Is miJ

-+ .+ =
Aqq Xq T agpp Xp teot A, X, = Cy
+ +, ..+ =
8oq Xq T 8pp Xp TewoT 8oy Xy = Cp
+ + X =
an1 X1 an2 o Feooe ann n Cn -

weer de uitdrukking voor de cogfficient van het ele-
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ment 3,y 4 in de determinant van de coefficigntenmatrix A=(aij)
van het stelsel (7.,22), dan vermenigvuldigen we de eerste

vergelijking van (7.22) met m,,, de tweede vergelijking met
Mo gs o0, de n® vergeli jking met m o4 en tellen de verkregen

vergelijkingen op. Volgens (7.19) geldt nu

(7.23) 1A)x/| = e my, t ey my ..t m

Het rechterlid van (7.23) is de uitdrukking, die men ver-
krijgt, indien de determinant

C,’ 8.,]2 P a,m
€2 822 ++- 8pp
Al]:: 2 9 0 98 8 8 4 068D 90
Cn an2 2 & 0 ann

ontwikkeld wordt naar de 1° kolom,

Indien we als vermenigvuldigers voor de vergelijkingen van
(7.22) achtereenvolgens nemen de minoren van A behorende
bij de 28,38,,.,,ne kolom, ontstaan n-1 vergelijkingen, die

met (7.23) kunnen worden samengevat in:

(7.24) Palx, =ial (1=1,2,...,n),

waarin Ai de matrix voorstelt, die men uit A verkrijgt als
daarin de i€ kolom vervangen wordt door de kolom der rechter-
leden ¢ ,¢p,...,C, van (7.22).

Op deze wijze worden alle onbekenden op één na (vergelijk
blz. 110,111 voor het geval n=3) tegelijk geelimineerd,

Als nu |A]#0, geven de vergelijkingen (7.24) indien we beide
leden delen door |A}, de oplossing van het stelsel (7.22),
omdat er in dit geval volgens eigenschap E 5 (blz,138) er
Juist één oplossing is eneen oplossing van (7.22) zeker een
oplossing is van (7 24) iEeze oplogsingsmethode heet de

|

regel van Cramer,

x4

Beschduw nu het algemene geval van een stelsel met m verge-

1ijkingen met n onbekenden:
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n ;
(7.25) 5%% 8y x5=c, (1=1,2,...,m).

Als de rang van de kleine matrix A en die van de grote ma-
trix, aangeduild met A', niet gelijk zijn, zijn er volgens

E 3 geen oplossingen;: het stelsel is dan strijdig.

Onderstel nu, dat A en A' dezelfde rang r hebben. Volgens
stelling 7.22 heeft A een niet-singulieredeelmatrix van de

orde r. Door zonodig de vergelijkingenvan het stelsel anders

te ordenen en de onbekenden anders te nummeren, kan worden
aangenomen, dat de (r,r)-matrix in de linkerbovenhoek van

A niet-singulier is., Aangezien de matrix B, gevormd door de
eerste r rijen van A' ook deze niet-singuliere matrix als
deelmatrix bezit, volgt uit stelling 7.22,dat B de rang r
heeft., Daar ook A' de rang r heeft zijn de laatste m-r

rijen van A' lineaire combinaties van de eerste r rijen,

zodat dus ook de laatste m-r vergelijkingen van (7,25) lineaire
combinaties zijn van de eerste r. Dus iedere oplossing van deze
eerste r vergelijkingen is een oplossing van het gehele stelsel
(7.25).

Als we in de eerste r vergelijkingen van (7.25)aan x 003X

r+-1
willekeurige waarden toekennen, ontstaat een stelsel van

n

r vergelijkingen in r onbekenden XgsXns0005X,, WaATVAD de
coefficienten-matrix niet-singulier is, en dat dus volgens
elgenschap E 5 één oplossing heeft, welke oplossing bepaald
kan worden met behulp van de regel van Cramer, zoals boven

is uiteengezet, De gevonden waarden van XgsXpsaensXy, te-

zamen met de toegekende waarden aan X .« 3X_ geven een

r+1°° n
oplossing van de eerste r vergelijkingen en dus van het

stelsel (7.25).

We krijgen dan voor elke keuze van waarden voor Xr+1’°°°’xn

één oplossing. K gsXpseonsX, kunnen worden uitgedrukt in
Xpqo oo e s Xy (d.m,v. lineaire (d.z. 1° graads)functies), terwijl
alle oplossingen van (7.25) worden verkregen door

;X alle mogeliljkewaarden te geven (vergelijk eigen-

Lpgqzee ¥y

schap E 2 en E 4, n-r "vrijheidsgraden").
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Opm. In de practijk zal men vaak, en in ieder geval als het
aantal vergelijkingen van het stelsel, dat we willen
oplossen, vrij groot is, afwijken van deze oplossings-
methode. De uitwerking der determinanten wordt dan
namelljk veel te bewerkelijk; de directe oplossings-~
methode door eliminatie ("schoonvegen") voert dan
sneller tot het doel. Vaak ook gebruikt men geraffineer-
de directe methoden (bijv. de relaxatie-methode), die
met minder werk de oplossing leveren. Bij de behandeling
van de numerieke wiskunde wordt op deze zaken nader inge-
gaan.,

Zoals we gezien hebben is een stelsel lineaire vergelijkingen
dan en slechts dan oplosbaar, als de rang r van A gelijk is
aan de rang r' van A'. Volgens stelling 7.22 bezit A een niet-
singuliere deelmatrix van de r° orde, die we H zullen noemen
(hoofdmatrix). Door deze matrix te randen met een rij en een
kolom van A ontstaan matrices waarvan de determinant gelijk is
aan 0. Volgens stelling 7.24 heeft dus A' dan en slechts dan
een rang r', die gelijk is aan r, als alle matrices, die uit

H ontstaan door randing met een rij van A' en de kolomvector,
gevormd door de bekende termen (rechterleden) van het stelsel,
een determinant O hebben. We geven nu de volgende definities
om ons gemakkelijker te kunnen uitdrukken:

Definitie: Onder een karakteristieke matrix van een stelsel

lineaire vergelijkingen verstaan we een matrix,
die uit een hoofdmatrix H van de co&fficiéntenma~
trix A ontstaat, door H te randen aan de onderkant
met de co&ffici®nten van een der vergelijkingen,
waarvan geen co&fficignten in H staan, .en aan de
rechterkant met de bijbehorende bekende termen.

De determinant van een karakteristieke matrix is
een karakteristieke determinant.

Opm. « Is de rang r van A gelijk aan het aantal vergelij-
kingen m van het stelsel, dan is er geen karakte-
ristieke matrix (en dus ook geen karakteristieke



Samengevat

Stelling 7

WR-A 142

determinant).

BiJ een bepaalde hoofdmatrix behoren dus bij een
stelsel van m vergeliljkingen m-r karakteristieke
determinanten. Uit het voorgaande volgt, dat het
nul zijn van alle karakteristieke determinanten

een nodige en voldoende voorwaarde is voor oplos-

baarheid van een stelsel lineaire vergelijkingen.
geldt dus:

.25 (Stelling van Rouché)

Om de oplo
slechts de
ciénten in

en lost da

Is gegeven een stelsel van m lineaire vergelij-
kingen met n onbekenden en is H een hoofdmatrix
van de co&fficiéntenmatrix A van rang r, dan geldt:

a) Zijn de m-r karakteristieke determinanten niet
alle nul, dan heeft het stelsel geen oplossing
(de vergelijkingen zijn strijdig (vals)).

b) Zijn wel alle karakberistieke determinanten nul
(of zijn er geen karakteristieke determinanten te
vormen, d.1. het geval als m=r(=r'), zie opm.
boven) dan is het stelsel oplosbaar, en wel kan
men aan n-r onbekenden, waarvan geen co&fficiénten
in H staan, willekeurige waarden toekennen; de
overige r onbekenden (waarvan wel co&ffici&nten
in H staan) zijn lineaire functies van de eerst-
genoemde n-r.

ssing(en) van het stelsel te vinden, behoeft men
r vergelijkingen te beschouwen, waarvan de co&ffi-
H staan. In deze vergelijkingen brengt men alle on-

bekenden waarvan geen co&ffici&nten in H, naar het rechterlid

arna met behulp van de regel van Cramer de overige

onbekenden op.

Opm. bij s

telling 7.25 b). Men bedenke, dat het geheel van de
keuze van de hoofdmatrix H afhangt welke onbeken-
den willekeurig kunnen worden gekozen. Bij een

andere keuze van H behoren in het algemeen weer
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andere willekeurig te kiezen onbekenden.
Het stelsel lineaire vergelijkingen (7. 25): E:: alJ j =C;
J.._
(i=1,2,...,m) kan door middel van matrices zeer eenvoudig
worden weergegeven. Immers op grond van de definitie van
het matrixproduct is (7.25) gelijkwaardig met de matrix-
vergelijking

(7.26) AX = C

waarin A weer de co&fficiénten-matrix (a ) voorstelt, X de
kolommatrix is bestaande uit de op te lossen onbekenden

1,°,°,Xn en C de kolommatrix van de rechterleden 01,,,°,cn
van het stelsel.

Als m=n en A niet-singulier, kan (7.26) opgelost worden door

beide leden ervan vdédr te vermenigvuldigen met A—q.

De oplossing is dan

(7027) X = A""/] C . ; Uit (7020)

S - 1

en (7.27) volgt: x. _52% 3 5 cj= i 3;% My, Cy (i,3=1,2,...,n),
2: m..c., is de waarde van de determinant }A ] van demtrix

P 3% JA, ]

(blz.1%9), zodat X, = TET - in overeenstemming met

(7.24)°

De volgende voorbeelden illustreren het gebruik van determi-
nanten bij het oplossen van stelsels lineaire vergeliljkingen:

Vb 1: Los het volgende stelsel vergelijkingen op met behulp
van de regel van Cramer:

2x,]—5x2+5.x3 = 7
5X2 - X3 = -9
x4+ X5 +X3 = 0 .
2 -3 5
Opl.: Men heeft hier: [A]l =|{0 5 -1 = -10
. 1 i 1
7T -3 5 2 7 5 2 =3 7
A =]-9 5 -1] = -30; ‘Agi= 0 -9 -1 =20;‘A3’m 0O 5 -9|=10
o 1 1 10 1 1 0
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De regel van Cramer levert dus de oplossing:

A A A
i O L IR Lo
Xq = AT = 35 Xp = T 2; Xe= R7 = 1.
Vb 2: Los op het stelsel vergelijkingen:
X4 - 2x2 + XB = 0
X5 - x3 + Xy = 0
X3 - 2x4 + x5 = 0
1 -2 1 0
Opl.: De co&fficisntenmatrix o 1 -1 1 0 heeft de
0O O 1 -2 1
1 -2 1
de rang r=3, een hoofdmatrix is H=] 0 1 -1 R
0O O 1
|H|] = 1 (product van de diag.elementen).

X 5%, €n x3 kunnen we dan met behulp van de regel van Cramer
als volgt in X) en X uitdrukken (1H]=1):

0 -2 1 1 0 g
X4 o= |-xy 1 —1,4H}=—x5; Xo={0  -x) -1 /,H’=X4-X55
2x4—x5 o 1 AO 2x4-x5 1
1 -2 0
X5 = 0 1 -x, /| = 2x4—x5
0O O 2x4~x5
Dus x1= ~x5; X2=X4—X53 x3=2x4—x5° .

Een tweetal onbekenden kan steeds willekeurig worden gekozen,
behalve echter Xy en x beide tegelijk, want aan x1+x5=0

(de som van de 1%2x2€ en Ee vergel.) moet noodzakelijk worden
voldaan. Dit houdt verband met het feit, dat elke (3,%)~deelw
matrix van de co&ff. matrix een hoofdmatrix is, behalve die
gevormd uit de kolommen 2,3 en 4.

De opilossing in vectorvorm luidt:

Eé(xq,Xz,xj,xq,XB)z(—XB,xa —X592x4-x5,x4,x5)=
XS(’/I;"'13“43051)‘*‘3{4(051323130): 7\(19131903"1)‘*'/{"(09132:150)°
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Elke oplossing van het gegeven homogene stelsel is een
lineaire combinatie van de vectoren (1,1,1,0,-1) en
(0,1,2,1,0). De oplossingsruimte is 2=dimensionaal, in over-
eenstemming met n-r=5-3%=2,

Vb.3: Los op het stelsel vergelijkingen:

{ x,l + 2X2 - XB = 0
3x1 + Xn - X5 = 0 .

Opl.:Zowel met de regel van Cramer (H is bijv (3 1}), als door
gewone eliminatie vinden we Xq1= §'X55 Xp= % ng zodat

X4t Ky ol x3=1;2:5 of x:(xq,xg,x3)= A (1,2,5). Een 1-dimen-
Sionale opl.ruimte (n-r=3-2=1),

Hetzelfde resultaat, namelijk een verhouding van de onbekenden
treedt eveneens b.v. op bij een homogeen stelsel, waarvan de

coBff.matrix vierkant is, met rang 1 lager dan de orde, zoals
bijv. in
Vb.4: Los op het stelsel vergelijkingen:
X,I - 5x2 + x3 = 0
g+ X5 - x3 = 0
x4+ 4x2 - 2x5 =0
.
l

O ©

NN A

/’

1 -5
Opl.: [A] ={1 1 -
4

Een hoofdmatrix van A is H =(3 -2) . Volgens de regel van
Cramer geldt:

5
o e e

zodat Xy iXys 3_2 1:3 of x= (xq,xg,x )= (2,1,3).
De oploss1ngsru1mte is 1 dlmen51onaal (n-r=3-2=1),
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e

Opl.:
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Los op het stelsel vergelijkingen:

4 ax1+bx2+cx5+dx4 = 1

bx1+cx +dx +ax4 = 1
{ Y s waarin a;b,c en d regel zijn.
1+dx +ax3+bx4 ="
ax X4 taXy +bx5+cx21L = 1

De co&fficiénten-matrix A heeft een determinant, die bij
uitwerking gelijk blijkt te zijn aan

a b ¢ d
lal= . g g g = -(a+b+c+d)(a~b+c~d){(a—o)2+(b-d)2} .
d a b ¢

We onderscheiden nu de volgende gevallen (i.v.m.]}A}=0
of JAl#£ 0):

a+b+c+d£0 en a-b+c-d#£0, terwijl niet gelijktijdig a=c
en b=d. Dit geeft [A|[ # 0. Er is dan één oplossing
(n=r=4), en daar de vergelijkingen bij cyclische ver-
wisseling der onbekenden invariant blijven, is deze

oplossing dus X1=X2=X3=X4= atbtotd: °

a+b+c+d=0. Het stelsel is dan strijdig, zoals direct
blijkt bij optelling der 4 vergelijkingen (0=4).

a+c=b+d#0, dus d=a-b+c, dan is | Al =0, Hﬁ:(g 2 g} is
c d a

een hoofdmatrix, want l~—(a+c){(a -b) +(b c) }

tenzij a=b=c(en dus =d). Zijn dus a,b,c en d niet aan

elkaar gelijk, dan kan men Xy willekeurig kiezen (het

stelsel is oplosbaar, want de 3® vergelijking is de

som van de eerste en de derde verminderd met de tweede

vergelijking, karakteristieke determinant is dus 0).

Men wvindt dan X =X K X2=X4° Evenzo had men

37 atec | 4
XqsXy OF X5 willekeurig kunnen kiezen. (n-r=4-3=1),

a=c, b=d, terwijl agﬁbg. Alle karakteristieke determi-

nanten zijn dan 0 en XqHtx =x2+X4: 535 s wWaarin Xq of

5

Xj willekeurig kunnen worden gekozen en evenzo Xo of
Xy, (n-r=4-2=2),
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e) a=b=c=d#£0. Dan heeft men R TR HE R = %-, Drie der on-
bekenden kunnen willekeurig worden gekozen (n-r=4-1=3),

Vb.6: Onderzoek voor alle re&le waarden van a en b de oplos-
baarheid van het stelsel vergelijkingen:

2x - y - z =20
1
b

bx + y - az
X -2y + Tz

I

]

en geef de eventueel aanwezige oplossing(en) aan.
(examen 1961)

' 2 -1 -1
Opl.: Beschouw de co&ffici&ntenmatrix A =<& 1 -a) 3
t 1 -3 7
IAl= 2(7-3a)+(28+a)~(-12-1)=55-5a, |A] =0 voor a=11.

1) a_#£ 11:

e e ) _ _ _ J10+4btab
17 en 27 vergel.:—6x-(a+1)z=1 )___ﬁ X= 5B

e e . _ o _ _546b . __15-4b+2ab
17 en 3~ vergel.:—bHx-10z = -b Z= 55°55 V= 55-Eg
5 _1 2-~-10
2) a=11 : hoofdmatrix (4 ’1) ; karakteristieke matrix (4 1 1);
1-3% b

hiervan is de determinant gelijk aan 6b+5; voor 6b+5£0
of b# —gqgeen oplossing (stelsel strijdig); voor b=- %

e

stelsel ooqoplossingen: 1° en 2° vergel., —>

X= %]223 y= /" +3Z —— (Xﬂy32)=(%3 130)‘*‘ 7‘(23331)°
3 2 R
part.opl. opl.hom.stelsel

Samenvattend: a%11——»(x,y,z)=<10+b+ab 15-4b+2ab 5+6b > ;

55-5a *  55-Ba  ’ 55-5a
a=11 en bf - 2istelsel strijdig ;

a=11 en b = - 2v—~a(x,yyz)=(%, %,O)+ A(2,3,1).

Opgaven

1. Maak met behulp van de voorgaande theorie nog eens de opga-
ven- van blz. 106 e.v. nrs.: 4,5,6,7,8,9,10,11.

Geefl van elk der volgenie 4 stelsels de oplossingen in vector-
vorm:
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2. X, + 13x2 + X, = 20 16x2 + 25x3 + 41x4 = =9
- Xy f Xy o= 1 3 2x2 + 5x3 + 5x4 = =1 »
2x, + 5%y - Xy = 7 -2x1 + 53Xy + }x5 + 4X4 = =4
3, Xq + Xy - 5x3 = 26 X4 + 3%y - 4x3 + Xy = 1
X4+ Xy - 4x3 = 21 s Xp = Xyt Xy = 2
Xy o+ 2K, + XB = -4 t X, - Xy - 2x4 = -5
2:z<:,l . X5 - X3 —‘5X4 = =12
Onderzoek voor welke waarden van a de volgende 6 stelsels ver-

gelijkingen geen oplossing, resp. één

oplossing, resp. meer dan

één oplossing hebben. In de beide laatste gevallen worden de

oplossingen gevraagd:

4, x4 + 2%, - 2X5 = -1 j’(Q—a)xq + 3%y - Xy = -2
2x1 - 4X3 = 2 3 | 2x4 + jxg +3ax3 = 0
Xy + a¥Xy = -1 t ax, + 2x5 = U4
5. 2ax + v=273 X4 - Xo +(12—3a)x3 = 2
(3a-5)x +(a-4)y=-a-10 ; 2x., +(a—1)x2 +(a+h) X =a+2 .
X + ¥y = 2a+2 Xq - Ko + ax3 = 2
6. ax + y 4+ z =1 :((E—a)x,I + aX, +(6—a)x3 =15-5a
X+ ay + z =a 1 4x1 + (a+4)x2 +(8~a)x3 = 20
§
X + ¥ 4+ az = a° L X4 + 2x, +(2-—a)x3 =5
T Bepaal a en b 26, dat het stelsel
" Ox, - DX, - 4K3 + O%y =3 tenminste twee oplos-
hx 8%, - 9%, + ax, = b-5 singen heeft. Bereken
1 2 3 4
{ vervolgens de oplos-
i X4~ o - 5X3 - Xy =2 singen.
L DXy %Ea—g)xg - 4x3 + 3%y =3
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8. X +(1-3b)z - w =0 Dit stelsel heeft tenminste
y + bz + w =20 twee oplossingen. Bepaal a
X+ 2y - zZ+ w=11 en b en de oplossingen.
bx+10y + aw = 3-b “

9. Los op met determinanten:

2x + 3y - zZ +ft =0
{QX - vy 4+ b4z =0 °(2}: - ¥y~-2=0 { x- y-2z2+ 4t =0 ;
X+2y - z =20 ’ 5v + z =0 ’ X 4+ y +3z2 + 2t = 0

52 + ¥y - 22 + t =0 { X+ y+ 2+ t£=0 x-y =0

9x - 3y + 32 - £ =0 2X -y -2 + 3t=0 ;{x-y-t =0 .
2x - 2y -11z - 10t = O y+t =0
1959.1
10. Maak de examenopgaven Lineaire Algebra : 1960.2
1062(1) .1 .

De regel van Cramer kan ook toegepast worden bij het oplossen
~van een lineair stelsel vectorvergelijkingen. Het is duide-
lijk, dat indien gevraagd wordt om het stelsel vectorverge-

lijkingen:

n
Z a.. .}E. =—5. (i=1,2,oou,m)
. 1J J 1

3=1

op te lossen naar de vectoren E&,Eé,.,,,iﬁ bij gegeven vecto-
Een C4’32’°°°’Cm en co&fficiénten aij’ dat de vectoren
x1,°,vgxn met behulp van de regel van Cramer op analoge wijze
berekend kunnen worden als de XygsooesXy uit het stelsel
(7.25), blz.140. Verkeren we bijv. in het geval, dat de
matrix (aij) niet-singulier is, dan is het resultaat, dat de
vectoren x . homogeen lineair kunnen worden uitgedrukt in de

vectoren Ei' We lichten dit toe aan een voorbeeld:

Vb.: Laat €a=(1,030), €,=(0,1,0) en 53:(0,0,1) basisvectoren
zijn van een R5° Als gegeven is het stelsel vectorverge-

« 1ijkingen:
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l
N

2e1 + 5e2 -3 5 =
eq - & + 2e3

3eq - 2e, + Ej =I5

I
=)

-

dan kunnen we met behulp van de regel van Cramer de basisvec-

toren uitdrukken in fq, fg en f_ en wel als volgt:

>
f, 5 -3 2 T, -3 2 5 T,
f, -1 2 11, 2 1-1 T
= fy -2 1 = 3 Ty A - 3 -2 T,
17 - > 75 7 )
2 5 -3 2 5 =3 2 5 -3
1-1 2 1 -1 2 1 -1
3 -2 1 3 -2 1 3 -2 1

De betekenis van de determinanten in de tellers van bovenstaan-
de determinantenquoti&nten, die elk een kolom vectoren bevatten,
is duidelijk. Berekening geschiedt overeenkomstig de berekening
van gewone getallendeterminanten. We vinden als resultaat:

- Aom ow oom .= A em oaam om oy, = A m o aem o
&4= s (T +Tp+TT5)s By= gg(ST+1MT,=TT5) ; By= gg(T +19T,-7T,).

De vectoren fq, fg en T, zijn volgens het gegeven stelsel resp.
gelijk aan (2,5-3), (1,-1,2) en (3,-2,1). Substitutie in de
rechterleden van het gevonden resultaat levert inderdaad de
drie gegeven basisvectoren van R3 op, Het is eenvoudig in te
zien, dat de co&ffici&ntenmatrix

2 5 =3
(1 -1 2 van het gegeven stelsel en de co&ffici&nten-
3 =2 1

> 1 7 '
matrix ’2:]8'< 5 11 —7) van het gevonden resultaat elkaars
1 19 -7

inverse moeten zijn.

Opgaven 4

1. Schriij%éctoren €a=(1,0,0), €2=(O,1,O) en e_=(0,0,1) als
lineaire combinaties van de vectoren f1=(1,2,4), ?é:(-2,1,5)
en "f_"3=(-’l,—’l,2).a

2. Schrijf de vectoren E1=(2j1,0), §é=(3,1,1) en §3=(2,—1,7) als

lineaire combinaties van de vectoren §4=(O,2,1), §é=(—1,6,2)
en y3=(1,344),
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Ook omgekeerd gevraagd»§1,§é en 53 uit te drukken in
§1,§é en §3.
Controleer Uw antwoorden.

. 3. Maak nog eens opgave 2, blz. T76.

Meetkundige toepassingen

1. Gevraagd in R2 de oppervliakte van het parallelogram, opge~

spannen door de vectoren Ee(aq,ag) en B;(bq,bg) uit te
drukken in de kentallen dezer vectoren. €, en e, zijn de
basisvectoren in Rg.

Voer hiertoe de functie in:

+ oppervlakte parall. als draaiingsrichting van a
naar b is in de richting van 64 naar Eé.

~ oppervlakte parall. als draaiingsrichting van a
naar b is in de richting van e, naar e,

D(3,5)= 1)

Deze functie heeft dan de volgende eigenschappen:
1) D(»a,b)= aD(a,b)

2) D(3,5) = -D(F,5)

3) D(a,b+c)= D(a,b)+D(a,c)

4) D(a,b) # 0 als & en © lineair onafhankelijk.

Uit eigenschap 2) volgt D(a,a)=-D(z,a), dus D(a,a)=0.
Verder i.v.m. 1) als a en b lineair afhankelijk, stel
a=2b: D(a,b)=D(ab,b)= aD(b,b)=0.

Dus i.v.m. 4): D(a,b) is dan en slechts dan O als & en b
lineair afhankeli jk.

Als e, en &, de basisvectoren voorstellen in R,, geldt:

aza,‘e,]+a2e2 en b::b,]e1+b2 o3 Z%?%F%,
5,5)=D(5.5,45.5. 5.5 4b.5.) 2 <3 5 5
D(a,b)-D(a1e1+a2e2£b1e1+b262) 4 aqsz(eq,e2)+a2b1D(e2,e1)_
a1 b1
ay Py

(aqbg-agbq)D(é;,Eé)= D(Eq,éé) .

Indien we de oppervlaktegrondmaat D(E&,Eé) gelijkstellen
aan+1, is de gevraagde parallelogramoppervliakte t.o.v. de
basis Ea,Eé dus gelijk aan de absolute waarde van de deter-

o) . s
1) De hoek waarover gedraaid moet worden dient < 180~ te zijn.
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a1 b4

a,] 8.2
2 P} Py by

ook grondmaat 1 hcoaft, krijgen we cezelfde waarde,

minant D(Z,0)= a Bij een andere basils, die

Analoog kunnen we bewijzen, dat in R5 de inhoud van het
parallelopipedum, opgespannen door de drie vectoren
E%(Ejpi23a3), b=(b,,by,05) en c=(cy,cp,05) t.0.v. de basis
e1,e2,e3 gelijk is aan + de determinantwaarde:

a, b1 4 a as a_j
D(a,b,c)= aq by, x| = b, b, b3 , als de grondmaat
*3 %3 % °q %2 3

D(eq,eg,ej) =1, en wel met het + teken als de orientatie

van a,b en ¢ overeenstemt met die van e,],e2 en e3 anders
met het - teken.

Ook hier geldt, dat de determinant bij een andere basis
dezelfde waarde houdt, als de grondmaat maar weer 1 is.

In verband met het voorgaandezou het begrip determinant
determinant) of inhoud (3x3-determinant, etc.). Algemeen
zoeken we dan in een Rn naar een functie D(Eq,,,e,gh),

die aan analoge axioma's voldoet als boven de eigenschappen
1) t/m 4). Indien zulk een functie bestaat en eenduidig is,
noemen we deze een nxn-determinant en interpreteren wij hem
als een georienteerd volume. Men kan bewijzen, dat als
§i=(ai1’°""ain) voor i=1,...,n, en D(gq,,..,Eh)=1, de
gezochte functie D(Eq,.,.,ah) gedefinieerd is en noodzake-
1ijk gelijk is aan:

%11 821 - 81
D(Eq,,aq,gﬁ)z a4 , met het rechterlid de
a/‘n o (-] (-] ann

betekenis van formule (7.8).

We kunnen ook zeggen, dat de gestelde axioma's en
D(e,s.+.5&,)="1 het begrip determinant volledig karakteri-
seren. De determinant heeft op alle bases dezelfde waarde,




WR-A 153

als de oppervlaktegrondmaat der bases masar 1 is.

Opgaven:
1. Gegeven zijn in R, de 3 punten A=(a1,a2),B=(b1,b2) en
C=(01302) °

I stelt de oppervlakte voor van driehoek OAB: J stelt de
oppervliakte voor van driehoek ABC. Bewijs, dat I en J resp.
gelijk zijn aan de determinanten:

a1 a2 1 a,1 an 1
% b1 b2 1 en % b,I b2 1 s in absolute waarde.
0 0 1 Cy Co 1

2. Gegeven zijn in R3 de 4 punten A=(a 84580, 3), B~(b1, 3),
C=(01,02,03) en D= (dq,d dj). I en J stellen de 1nhoud
voor van de viervlakken OABC resp. ABCD. Bewijs, dat I en J
resp. gelijk zijn aan de determinanten:

a1 an 3 a4 a, a3 1
b, b, b, 1 b, b, b, 1
%~ 17273 en % 1 ? s 1n absolute
c,l Co % cy Co c3 4 waarde.
c 0 0 1 d1 d2 d3 14
5. Bepaal de inhoud van het viervlak, opgespannen door de
vectoren:
/]O° g=(15495>3 B:(-’]3—1,1), 6—:(331:5)»
e}

27, a=(2,3,-1), b=(1,-1,2), °=(-2,10-11).

4. Bepaal de inhoud van het viervlak, gevormd door de punten:
1°, A=(1,1,0), B=(0,0,2), C=(2,0,2), D=(-2,-1,1).
2%, A=(4,15,2), B=(-h,34,-4), C=(2,15,4), D=(-2,17,-2).
3. A=(1,-3,2), B=(-12,2,3), C=(2,-2,1), D=(4,6,~5).

5. Bereken de volgende determinant en geef een meetkundige
interpretatie van het antwoord:

a1 a2 1

2(byte,) Aoyrey) 1 ,
;(a +h,+e,) %(a2+b +ey) 1
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6. Bewijs de gelijkheid, gegeven in opgave U4 blz.132 door de
determinanten te interpreteren als inhouden.

2. a)

o)

°

Gevraagd in R2 de vergelijking van de rechte lijn 1 door
P(pqsDs) en Q(a .q5). (PAQ).
Dan moet voor een punt X=(x4,X2) op 1 gelden:

q,.=p X, =P 1 0 o 1 1 1
o =1 Q-Pq Xq=P4| T Dq 9y EKqf
ds-Ps  Xp-=Pp P4 151 1 51 1 1 1
Pp Gp7Pp Xp7Pp Pp 9o *p
De vergelijking
1 1 1
(7.28) Pq Ay Xy =0 1is de vergelijking van de
by dp %o

gevraagde lijn door P en Q.

Het is immers de vergelijking van een rechte (lineaire
vergelijking!), waaraan (xq,xg)c(pq,pg) en (x1,x2)=(qq,q2)
voldoet (det. heeft bij substitutie 2 gelijke kolommen) .

Uit het bovenstaande volgt ook direct de voorwaarde,
opdat drie punten P(pﬂ,pg), Q(q1,q2), R(rq,re) op één
rechte liggen. Deze luidt:

1 1 1

(7.29) Py Qq T, | =0.
Py dn To

We kunnen dit ook als volgt afleiden. Stel ‘
a1x1+a2x2+ao=o is de vergelijking van een rechte. Aan
deze vergelijking moet worden voldaan bij substitutie

van: (x4,%5)=(p4,Pp)s (%4:%5)=(a4,05) en (;ﬁ:),l,xg)z(r,l,rg)s
De vergelijking is naar Bqs80,84, oplosbaar ‘als de gevormde

cogfficiéntenmatrix een determinant heeft gelijk aan O,
en dit geeft juist de vergelijking (7.29) We kunnen ook

Zgn. homogene cogrdinaten invaeren: X=(XO,X1,X2), dwz.

"""""""" X
vervang x, door Ei en X, door Eg .
. o) 0

De vergelijking van een rechte wordt dan homogeen in

1) niet alle a's gelijk aan O
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xo,xq,xg:aoxo+a1x1+a2x2=0, Aan deze vergelijking moet
worden voldoen door (xo,xd,xg)z(po,pq,p2) en
(xo,x,‘,xg)=(qo,q1,q2)° Er ontstaat een homogeen stelsel,
dat voor (ao,aq,ag) een anderedan de nuloplossing toe-

laat als de co&fficiéntendeterminant gelijk aan nul:

Po 96 o

(7.30) Pqaqrq| =0
Po do To
Door hierin po=q0=ro=1 te stellen ontstaat (7.29).

¢) Volkomen duaal hier tegenover staat de voorwaarde voor
drie lijnen(lq): a X +aXota =03 (12):b1x4+b2x2+b0=05
(13): c X +epX,te =0 door één (eigenlijk) punt.
Volgens (7.3%0) luidt deze:

ao bO s

(7.31) a, b1 ¢y | =0,

a5 b2 Co
Dit betekent ook, als we uitgaan van 2 snijdende lijnen
l1 en 1l,: 13= 311+Aw12, (de vergelijking van de 1lijnen-

waaier bepaald door 1, en 1,, vergelijk § 1, (1.24)),

d) Uit (7.30) volgt, dat de vergelijking van de rechte 1lijn 1,
bepaald door een punt P(p,,P,) en richting 5=(a1,a2)
(d.w.z. door het oneigenlijke punt met homogene codrdi-
naten (O,aﬂ,ag)) gegeven wordt door de vergelijking:

0o 1 1
(7“52) a,] p,] X,] . :Oo
a8y Py %o

e) Uit (7.29) volgt nog, dat P en Q wetqdeqoorsprong

0(0,0) op één rechte liggen als pq dq O] = O of
Pp dp O

Py 4

= 0, hetgeen, zoals ook het geval moet zijn, niets

Py dp
anders betekent, dan dat de vectoren §=(p1,p2) en E:(q1,q2)
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dezelfde drager hebben. (Twee vectoren Ez(aq,ag) en
Ez(bq,b2) hebben dezelfde drager als

3., Analoge resultaten in RB:

a) Vergelijking van het pLxdak door drie vrijgelegen punten
P=(p1:p23p3): Qé(q1sq2,q3) en R=(r13r2,r5):

17 1 1 1

P 9q T4 %q

Il
O

(7.32) (zie (7.28))

Po dp Tp Xp

P3 93 T3 %5

b) Vier punten P(pqsPpsPs), Q(a4595595) s R(ry,Tp,73) en
3(51352’53) liggen in één plat vlak als

171 1 1
Pq 94 Tq B4
(7.34) B, Ay T, 5, | 0 (zie (7.29))
P3 93 T3 3
c) Vier vlakken («1): 8 X e +a3x3+a =0
@xg): b % 4+box +b5x3+b = 0
(mj): CXyHCo R tO X HC = O
(uq): 4 x +d % +d3X5+d =0

gaan door 1 punt als (zie (7.31):

a, b Cq do
a4 b,l Cq d1
(7.35) =0. (-~ vlakkenschoof, bepaald
) b2 2 d2 door drie vrijgelegen vlakken
3 b3 3 d3 %500, €n u53m4=3u1tym2+¥u§),

d) De vergelijking van het vlak bepaald door P(pq,pg,p )

en de twee richtingen a~é1,a2,a3) en b= (by.bs bj) luidt:




0O 0 1

24 Pq P4
(136 | o b, o,

83 Py Py

e) Uit (7.34) volgt,

liggen als
Pq 99 T4
(7°37) p2 q2 P2

Pz A3 Iy

WR-A 157

1
bid

/l

x,| =0 (z1e (7.32))

X3-

dat P,Q en R met O in één plat vlak

=0,

hetgeen, zoals ook het geval moet zijn, niets anders

betekent, dat F:(rq,rg,rj) een lineairecombinatie is

van de twee vectoren E%pq,pg,pj) en §=(q4,q2,q3),als we

deze verschillend van drager onderstellen,

(Drie richtingen

§=(a1,a2,a3), 5=(b1,b2,b3), Ee(cq,cg,CB)

(door 0) in één plat vlak als:

a1 b1 01
ay by ¢y

23 Py Cy

Opgaven

= 0.).

1. Bewijs, met behulp van determinanten, dat de punten
A=(3,-4), B=(2,-2) en C=(-4,10) op een rechte lijn

liggen.

2. Bewijs, met behulp van determinanten, dat de volgende 4

vliakken door één punt gaan:

x1+x2—x3=0, 2x1+3x2-

x3=1, 3x1-4x2—2x3=1 en x,-X5=0.

3

3. Bewijs, met behulp van determinanten, dat de volgende 4

punten in één plat vlak liggen:
Az(o,o,ﬂ), B=(55‘230): C=(4309“1)9 D=(1y"232)°

&
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4, Vectorproduct in R3

ZiJ §=(a1,a2,a3) en Bz(bq,b2,b3) twee lineair onafhankelijke

vectoren in RB, DE ver§elijking van het vlak door O en deze
vectoren , het door a en b opgespannen vlak, wordt i.v.m.
(T7.37) voorgesteld door de vergelijking:

X4 24 by
Xy 85 by | =0 of (azbj—aBbg)x1+(a3b1~a1b5)x2+(a1b2—a2b4)x3=0a
Xg 8z b3 (ontwikkeling naar de 1° kolom)

Volgens stelling 2.2 staat de vector

a, a

a, a 1 %o

173

a,. a
- - - _ 2 3
(a2b5 a3b9’a3b1 a,ib},a,lb2 agbﬂ)_( bg bj ,bq bj bq b2 )

loodrecht op dit vlak. We noemen deze vector het vectorproduct
axDb.

Wat is de lengte van deze vector? We merken op, dat de deter-

5

minant
T a, b1 a2b3—a3b2 5 .
D(a,b,axb)= as b, aBb,I—a,‘b3 = (a5 b5—a3b2) +(a3b1—a1b3) +
3 b3 a4Py~asb, +(a,lb2-a2b,1)2 (ontwikkeling naar

de laatste kolom)

positief is, en in waarde gelijk aan het kwadraat van de lengte
van ax b. Uit het positief zijn blijkt, dat de orientatie van
a,b,axb, die van 519€é3€3 E;L.Verder heeft het paralleiopipedum,
dat wordt opgespannen door a,b en de daarop loodrechte ax b de
inhoud |3« B1°, dus
;E><5!2=)E><Bl, oppervlaéﬁgﬁi%%%%épannen door a en b, zodat:

la x Dl= oppervlakte parallelogram = |al.1B!. sin ¢(a,b), waar-
in @ (0< p <180°) de hoek tussen de vectoren & en b is.
Hiermee is bewezen:

Stelling 7.26 Het vectorproduct van §=(a1,a2,a3) en Eé(bq,bg,bB)
in R_, dat gedefinieerd is door
axDb =(a2b -850, ,a,Db —aqu,aqbQ—azbq) =

> 3 31
a. a a, & a, a
. 23 P 13 s 1 2;) is een vectorz)die
-b2 b5 bq b3 b1 b2

1) Als a en D lineair afhankelijk, dan ax b=0. (Bewijs dit)
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1°. loodrecht staat op a en b,

2°, met Z en b is georienteerd als 51,52,33 s

is -
7 . in lengte gelijk aan de oppervlakte van het door a en b
opgespannen parallelogram .

vb.1. (1,0,0) = (0,1,0)=(0,0,1)
(13030) X (0,0,/l):"(o,/‘,O)
(1,0,0)){(1,0,0)= (0,0,0) .

2. De momentvector m t.o.v. de oorsprong van een kracht E,
die werkt in een punt A=a wordt gedefinieerd door m=ax k.
Deze momentvector heeft lengte 35},}E;,sin @ en dit is
Juist het product van de lengte van k en de afstand van
0 tot de werklijn van k.

Opm. Het vectorproduct a xb van & en b (ook wel het uitwendig
product van a en b genoemd) is een vector. Het inwendig
product (a,b) (of scalair product) is een getal!

(zie blz. 70).

Opgaven

1. Bewijs de volgende eigenschappen van het vectorproduct:

xb = -bxa

of

a)
b) ax(b+c)=axbraxc .
C) (gs—b‘x E):D(E;E,E') o
a) Ex(ExE)z(E,E),E-(E,E)OE@
2. Bewijs, dat uit 1. c) volgt:
(a,bxrc)=(b,c xa)=(c,axb)= -(a,cxb) H,axc)= -(c,bxa).
3. Bewijs, dat uit 1 a) en 1 4) volgt:
ax(bxc)= -a x(cxb)= -(bxec)xa.
b, Bewijs, dat:

(8% 5,3x D)=(5,T x (FxF))=
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Elementaire matrixtransformaties

We definieren 6 typen van operaties op een matrix A, die we

zullen noemen elementaire transformaties, Hieronder verstaan

we
/]0

20

3.

de volgende transformaties:
Verwisseling van twee rijen (kolommen) van A,

Optelling van een (met een factor vermenigvuldigde) rij

(kolom)vector van A bij een andere rij (kolom)vector,

Vermenigvuldiging van een rij (kolom)vector van A met

een factor #0,

Zoals we gezien hebben in § 6 laten deze elementaire transfor-

maties de rang van een matrix invariant.

Def ., Een matrix A heet gélii&yg@g@i& (of equivalent) met een

matrix B als A in B getransformeerd kan worden door een
eindig aantal achter elkaar uitgevoerde elementaire trans-

formaties. Notatie: A~ B.

Stelling 7.27

a) Voor elke matrix A geldt A~-A,
b) Als AwB 2B~ A,

c) Als A~B en B~C=2AC,

Bewijs: a) en ¢) zijn direct duidelijk. Om b) te bewljzen

hebben we slechts aan te tonen, dat elke elementaire
transformatie T te niet gedaan kan worden door toepas-

/} 2
, de 1nverss

sing van een elementaire transformatie T
van T, Bijv. is de inverse van de transformatie,gﬁie
twee rijen verwisselt, de transformatie, die dezelfde
verwisselingen uitvoert. Als T de transformatie 1s, die
k maal de j° rijvector optelt bij de i, dan bestaat de
inverse transformatie T—/I uit de optelling van -k maal
de je rijvector bij de ie, Als T de transformatie is
die een rijvector vermenigvuldigt met een factor k#0,

dan 1is T—1 de transformatie, die dezelfde rijvector

met k! vermenigvuldigt,
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Als A nu wordt getransformeerd in B door achtereenvolgens de
transformaties T1, Teo,o, Tm ult te voeren, dan voeren de elemen-
taire transformaties Tm'q, Tm:z,o.,, T1-1 in deze volgorde uitge-

voerd, blijkbaar B in A over, zodat dus b) geldt.

De drie eigenschappen a), b) en ¢) van stelling 7.27 heten resp.
de reflexieve, de symmetrische en de transitieve wet. Iedere be-

trekking, gedefinieerd voor een stelsel getallen of voor andere
mathematische grootheden, die zowel reflexief, symmetrisch als
transitief is, heet een equivalentie-relatie, De eenvoudigste

equivalentie-relatie is de gelijkheidsrelatie, doch er zijn vele

andere. Gelijkwaardigheid van matrices is volgens de voorgaande

stelling een equivalentie-relatie. Er zijn ook tal van voorbeelden
van relaties, die geen equivalentie-relaties zijn, o.a. > , £
ondeelbaarheid van getallen, etc.

Vb. Een matrix A heet congruent met een matrix B, als er een niet-
singuliere matrix P bestaat, zodanig dat PAPTzB. Te bewijzen,
dat dit congruentie-begrip voor matrices een equivalentie-~
relatie 1is.
Bewijs: a) IAI

b) Uit PAPT =B volgt, daar P niet-singulier is en dus
cen inverse P~ bezit : A=P-1B(§T)— = P_1B(P_4)
(zie opg. 3, blz. T77).

¢) Uit PAPT=B en QBQ'=C volgt: QPAPTQI=C of
(QP)A(QP)T=C (i.v.m. stelling 5.1, blz. 71).

Als P en Q beide niet-singulier zijn, is QP dat
ook (stelling 7.16, blz. 121).

Toa (I= eenheidsmatrix) -

In § 6 is de rang van een matrix systematisch bepaald door schoon-
vegen van rijen en/of kolommen. Het principe hierbij was de matrix
door toepassing van de elementaire transformaties en schrapping
van nulrijen en nulkolommen, te transformeren in een matrix van
eenvoudige gedaante. Indien we de nulrijen en nulkolommen, die
tijdens de bewerkingen ontstaan, niet schrappen, is volgens § 5
iedere (m,n)-matrix van de rang r door toepassing van de elemen-

taire transformaties over te voeren in een matrix B van de volgende
gedaante;
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(7.28) B

eveneens bestaande uit m rijen en n kolommen met de eerste r
elementen in de "hoofddiagonaal'" (gevormd door de elementen
PPP b22,a,,.) gelijk aan 1; alle andere elementen van B zijn
gelijk aan 0. Deze matrix B heet de canonische vorm van A,

welke dus eenduidig bepaald is. Kennen we van een matrix de
canonische vorm, dan geeft het aantal enen in de "hoofddiagonaal"
Juist de rang van de matrix aan.
Vb.1. De canonische vorm van de matrix op blz. 95 onderaan, die
de rang % heeft, is

17000

0100

0010 .

0000

0000

2. De canonische vorm van een niet-singuliere matrix van orde
nis I, (plz. 71).
Uit het voorgaande volgt dil¥ect 'de volgende stelling:
Stelling 7.28 Twee matrices zijn dan en slechts dan gelijkwaardig,
als ze dezelfde canonische vorm hebben (d.w.z. als

ze van hetzelfde type zijn en dezelfde rang hebben).

Voor de elementaire transformaties van een matrix A geldt de
volgende belangrijke stelling:
Stelling 7.29 Iedere elementaire transformatie van een matrix A

kan verkregen worden door A te vermenigvuldigen met
een niet-singuliere matrix.

Bewijs: Onderstel de matrix A van het type (m,n).
a) Laat Er een vierkante matrix van de orde r voorstellen,

die uit Ir ontstaat door verwisseling van de ie en de

e ..
J-orij.

De matrix Em A is dan de matrix, die uit A ontstaat door
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verwisseling wvan de i en de je rij; AEﬁ is de matrizx,
die uit A ontstaat bij verwisseling van de ie en de je
kolom. De matrices Em en En zijn niet-singulier. Ver-
wisseling van 2 rijen (kolommen) van A komt dus tot
stand door links (rechts) vermenigvuldiging van

A met Em(En)° (transformatie type 1, blz.160)

Laat Fr een vierkante matrix van de orde r voorstellen
met alle elementen van de hoofddiagonaal gelijk aan 1,
het element in de i€ en de € kolom (i#j) gelijk aan

k en alle andere elementen gelijk aan O.

De matrix FmA is dan de matrix, die uit A ontstaat

door optelling van k maal de je rij van A bij de ie;

AFn is de matrix, die uit A ontstaat door optelling van
k maal de i° kolom van A bij de je. De matrices Fm en
Fn 2ijn niet-singulier. Iedere elementaire transformatie
van het type 2 (blz. 160) kan dus worden verkregen door
links (rechts) vermenigvuldiging van de matrix met een
niet-singuliere matrix.

Laat Gr een vierkante matrix van de orde r voorstellen
met alle elementen van de hoofddiagonaal gelijk aan 1,
uitgezonderd het element in de i° rij en de 1€ kolom,
dat gelijk is aan k; de elementen buiten de hoofddiago~
naal van Gr zijn alle 0.

De matiix GmA is dan de matrix, die uit A ontstaat

door vermenigvuldiging ven de i rij met k, AGn is de
matrix, die uit A ontstaat door vermenigvuldiging van de
i® kolom met k. Als kZ0 zijn G, en G niet-singulier.
Tedere elementaire transformatie van het type 3% kan dus
worden verkregen door links (rechts) vermenigvuldiging
van de matrix met een niet-singuliere matrix.

Hiermede is het bewijs geleverd.

Opg. Bewijs, dat een elementaire transformatie van het type 1
(blz.
ties van het type 2 en % kan worden verkregen.

160) door herhaald toepassen van elementaire transforma-
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Aangezien het product van twee niet-singuliere matrices weer niet-
singulier is, volgt uit stelling 7.29:

Stelling 7.30 Is A een willekeurige matrix, dan bestaan er niet-

singuliere matrices P en Q, zodat PAQ=A', waarin A'
de canonische vorm van A is.

We merken op, dat de matrices P en Q in voorgaande stelling niet
eenduidig bepaald zijn. Is bijv. R een niet-singuliere matrix,
waarbij geldt A'R=RA', dan geldt: (R P)A(QR)- R~ A= TRA'=A".
Als A niet-singulier is, is A'=I Ub. 2, blz.162 ), zodat dan
(R™ P)A(QR)—A' voor iedere niet-singuliere matrix R.

102

Opg. 1. Als A=} 0 3« |, bepaal dan 2 niet-singuliere matrices
233

P en Q zcdanig, dat PAQ de canonische vorm van A is., Wat
is de rang van A?
2. Als A een symmetrische matrix is van de orde n, te bewij-
zen, dat er een niet-singuliere matrix P moet bestaan met
T .
PAP” de canonische vorm van A,

Definitie Onder een element~ire matrix verstaan we iedere matrix
van het type E, F of G (bij G is k # 0), omschreven in
het bewijs van stelling 7.29.

Opm. De elementaire matrices zijn dus niet-singulier.

Stelling 7.31 Een matrix A is dan en slechts dan niet-singulier

als A geschreven kan worden als het product van
elementaire matrices.

Bewijs: Als A niet-singulier is, is zijn canonische vorm een een-
heidsmatrix I. Volgens stelling 7.27 b) kan I in A getrans-
formeerd worden door elementaire transformaties, en dus
geldt A=PIQ=PQ, waarin P en Q elk producten voorstellen
van elementaire matrices. Omdat het product van niet-singu-

“liere matrices (zoals de elementaire matrices) weer niet-
singulier geldt ook het omgekeerde.




Uit stelling 7.31 volgt direct:

Stelling 7.%2 Een matrix A is dan en slechts dan gelijkwaardig
met een matrix B, als er niet-singuliere matrices
Zédat MAN:B o

M en N bestaan,

Zoals bekend kan door toepassing van elementalre operaties op de
rijen van een niet-singuliere matrix A deze omgezet worden in €en
eenheidesmatrix I. Stellen we de bijbehorende elementaire matrices
in volgorde van toepassing voor door Pﬂ, Pg,,oo, PS, dan geldt
(Pge++Py Py I) A=I of P ...Pp Py I = a=
gen door dezelfde bewerkingen, die op de rijen van A worden uit-
gevoerd om tot I te komen, ir dezelfde volgorde toe te passen op

de rijen van I (van overeenkomstige orde)

m.a.w. A = wordt verkre-

el

van A met elementaire matrices) als de bewerkingen alleen op de
kolommen van A worden toegepast.

Het 1s om wuit I tot A—q te komen in het algemeen niet toegestaan
de bewerkingen dan eens op de rijen en dan weer eens op de kolom-

(

§
men toe te passen.

van A

i

oW,
i
N
(G)
n

Vb. Bepaal de inverse p

5 =15 1 100
Opl. A={ 9 -26 2 1={o010
4 -12 1 001
J 1€ ri3-3% rij |
e T.Y - _
£ 27 rij-2x3% rij
1-3 0 10 -1
1 -2 O 01 -2
412 1 00 1
| 22 rij-1%rij |
%€ pij-Lyieri;
1 -3 0 10 -1
o 10 -1 1 -1
. o 01 -4 0 5
L 1€ rij+3x2€ rij L
100 _/] "23"‘)‘1'
I={ 010 AT =1 -1 1 -1
001 -4 0 5
Inderdaad geldt AA~1=A_1A=I,(controleer dit)




Opg.

1.

20
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Bepaal in bovenstaand voorbeeld A—q ook door toepassing van
de elementaire transformaties op de kolommen.

Bepaal volgens de bovengeschetste methode de inverse vande
volgende matrices:

(42) (413) ?
24l 307> 7

502

OO A
O U
KXvo o

Controleer Uw antwoorden.

. p e

Productstelling voor determinanten

Eerst behandelen we een speciaal geval:

Stelling 7.%3% Als B een elementaire matrix is, en A een willekeurige

vierkante matrix, beide van orde n, dan geldt:

|aB| =|Bal ={allBl.

Bewijs: a) Is B van het type E (blz.162), dan is |Bl= - 1 en

i S v,

!AB§= fBAf: ~‘A§=!AQIF§, daar vermenigvuldiging van A met B
verwisseling geeft van twee rijen of kolommen van A, tenge-
volge waarvan de determinant in z'n tegengestelde overgaat
(stelling 7.4). De stelling geldt dus in dit geval.

type
b) Als B van het/F is, geldt |Bl= 1 en vermenigvuldiging van

A met B heeft tot gevolg, dat bij een rij of kolom van A een
met een getal vermenigvuldigde rij of kolom wordt opgeteld,
hetgeen de waarde van de determinant invariant laat (stel-
ling 7.6), dus: |AB|=|BAl=]al=]a}]B|. ook hier geldt dus de
stelling.

c¢) Is B van het type G, dan is {B!: k en vermenigvuldiging
van A met B heeft tot gevolg, dat een rij of kolom van A met
k wordt vermenigvuldigd° In verband met stelling 7.2 geldt
dus: | AB| =|BAl= k|A|=|B||A], en dus ook de stelling.

Opm. Uit stelling 7.27 b) volgt , dat elke matrix A te schrijven
is in de vorm:

_ 1
A~CS ooquA D1°°,D

tﬂ
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waarin de C's en D's elementaire matrices zijn en A' de canonische
vorm van A. Is A een vierkante n-matrix, dan geeft herhaalde
toepassing van stelling 7.3%3:
- 1
lal=lc_]...1c ]la ”in,,,)Dt),

Daar elke C en elke D een determinant heeft £ 0, geldt|Al# 0
dan en slechts dan als |A']# 0. Nu geldt ook |A'|# O dan en
slechts dan als de rang r van A gelijk is aan n (orde van A)
dus dan en slechts dan als A niet-singulier is, zodat bewezen
is, dat een matrix dan en slechts dan niet~singulier is, als
{Al#£ 0, zoals ook reeds eerder is aangetoond (stelling 7.12),

®

Nu de algemene productstelling voor determinanten:

Stelling 7.34 Als A en B vierkante matrices zijn van de n® orde,
dan geldt |AB|=|allB].

Bewijs: a) Als A en B beide singulier zijn, is AB dat eveneens
{stelling 7.16). Dan geldt:|Al= 0,]B|= 0 en|ABl= 0, dus
[aB}={a]]Bl.

b) Zijn A en B niet beide singulier, bijv. A niet-singulier,
dan geldt volgens stelling 7.31: A=01 CQOO,CF, waarin

Cq, Cgoov, Cr elementaire matrices zijn.

Herhaale toepassing van stelling 7.3% geeft dan

laBl=lc, cgo,och)=301}!cgi,colcrl IBl=lc, cguo,crlB =[al 18],

De productstelling bevestigt het feit, dat het product van twee
vierkante n-matrices dan en slechts dan niet-singulier is, als beide
factoren niet-singulier zijn (stelling 7.16). We zien ook, dat als

A niet-singulier is, wegens A L I:]A—11= T%T°

Heeft een matrix dus een inverse, dan is de determinant van de
inverse matrix gelijk aan het omgekeerde van de determinant van de
matrix.,

Ter illustratie geven we nog een geheel ander bewiJjs voor de pro-
ductstelling: Beschouw de determinant D van de orde 2n, die gevormd
is uit de volgende vier vakken: in het wvak links boven staat de

matrix A, rechts onder de matrix B, voor welke matrices we de pro-
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ductstelling willen aantonen; verder staat in D rechts boven een

vierkante nulmatrix van de n® orde en links onder de tegengestel-

. . e
de van de eenheidsmatrix van de n~ orde, dus :

a,H oo o a1n 0 ... 0
D = an1 oo ann 0 ... O
-'1 . O b/!/l“ lb/}n
O iy
n1°° " "nn

Iedere term uit D is (ook wat betreft het teken, waarmee hij voor-
komt in D) gelijk aan het product van een term uit lA\ en een term
uit |B|, beide van het juiste teken voorzien; omgekeerd komt elk
dezer producten in D voor. Hieruit volgt D =lAl[Bl,

142 de (n+2)e met a,,,
en tel ze daarna bi] de eerste rij op. Vermenigvuldig ver-

Vermenigvuldig nu de (n+1)° rij van D met a
enz.
volgens de (n+1)e rij met PP de (n+2)e met a,, enz. en tel ze
daarna bij de o® rij op, enz. Zo doorgaande bereiken we, dat links
boven een vierkante nulmatrix komt te staan, terwijl rechts boven
de matrix C = AB verschijnt. Nu geldt dus:

0 ... O Caq oo C1n

D = 0 ... O qu o oo Cnn .
g Par Py
0O -1 P "Pon

Breng de eerste n kolommen in bovenstaande rangschikking geheel
9]

n“ verwisselingen, zodat

naar rechts., Dit heeft Tot gevolg narn

2

D=(~-1)"]c]| (_1)n' = (—1)n(n+1>)0i= lcl, daar n(n+1) even is.

Dus D ={AllBl = |c| = |AB] qg.e.d.
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2
(a,]+b3)2 (a1+b4)

Vb, 1. Bewijs, dat

(a2+b,1)2 (a2+b2)2 (a2+b3)2 (a2+b4)2
2 2 2 2

(a3+b,‘)2 (a5+b2)2 (a5+b5)2 (a5+b4)2

(a4+b,‘) (a4+b2) (a4+b3) (34+b4)

Bewijs: a% a4 10 1 1 1 1
2
a2 a2 10 2b1 2b2 2b3 2b4 _o.
2 2 2 2 2
a3 a3 10 b1 b2 b3 bq
2
a4 a4 10 0 6] 0 0

Uitwerking van het linkerlid geeft juist de determinant,
waarvan we het nulzijn wilden aantonen.

Vb. 2. Bewijs, dat

sin(ot+a') sin(u+p') sin(v+4")
sin(p+a')  sin(g+p')  sin(g+g") | = O.
sih(g+m’) sin(f+p')  sin(f+4")

Bewijs: sin & cos & O cos &' cos a' cos J'
sinf cos p O sin ' sin g' sin §' |= 0
singd cos J O 0 0 0

Ultwerking van het linkerlid geeft juist de determinant,
waarvan we het nulzijn wilden aantonen.

Opg. 1.Bewijs,dat

1+a2+a4 ’I+ab+a2b2 1+ac+a202
’l+ab+a2b2 ’1+b2+b4 ’1+bc+b202 = (a—b)g(a-c)z(b—c)g-
,1+ac+a202 ’I+bc+b2<:2 ’l+c2+c4

(Pas een dergelijke methode als boven bij de voorbeelden en
maak gebruik van opg. 5, blz. 126),

2.Maak nog eens opgave 5, blz. 132.

&

De productstelling voor determinanten kan worden uitgebreid tot

rechthoekige matrices. Is A een (m,n)-matrix en B een (n,m)-matrix,
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dan is AB een(m,m)—matrix° Het heeft dan zin te vragen naar }AB] .

We onderscheiden de gevallen m»>n en m<n:

1. Is m»n, dan verandert AB niet, wanneer wij A aan de rechter-
kant met (m-n) nulkolommen, en B aan de onderkant met (m-n)
nulrijen tot (m,m)-matrices aanvullen. De determinanten van de
zo gevormde (m,m)-matrices zijn nul, en dus geldt volgens de
productstelling: | ABl= 0 (vergelijk beide bovenstaande voorbeel-
den). Dus:

Stelling 7.5 Is A een (m,n)-matrix en B een (n,m)-matrix en is
m»>n, dan is |[ABl= 0.

Opm. De juistheid van deze stelling kan ook direct worden ingezien
door op te merken, dat de rijen van de productmatfix AB
lineaire combinaties zijn van de rijen van B. AB bevat dus
hoogstens n lineair onafhankelijke vectoren (zie opm. 20,

blz. 105). Daar n<m is volgens stelling 7.14 dus ]AB) = 0,

2. Voor het geval m«n kunnen we de volgende stelling uitspreken:

Stelling 7.36 Is A een (m,n)-matrix en B een (n,m)-matrix en is

m<n, dan is )AB} gelijk aan de som van de producten
van de overeenkomstige onderdeterminanten uit A en
B (d.i. een som van (;) producten).

Hierbij spreken wij af, dat onderdeterminanten van de me orde van
de (m,n)-matrix A en de (n,m)-matrix B overeenkomstig zullen worden

genoemd, de kolommen van A, waaruit de eerste onderdeterminant is
gevormd, dezelfde nummers dragen als de rijen van B, waaruit de
tweede onderdeterminant is gevormd.

Het bewljs van deze stelling zullen we niet geven. We lichten de
zaak alleen toe aan een voorbeeld.

Vb. Bewijs de ildentiteit van Lagrange:
2 2 2 2 .2 2 2
(a1+a2+°,,+an)(b1+b2+oo°+bn)=(a1b1+a2b2+u,,+anbn) +

2 2
—aan) +°°°+(an—1bn-anbn—4) °

n
2 2
( 2: aibi) + z (aibk~akbi) .

1="1 1¢1i<¢<ksegn

2
+(a1b2~a2b1) +°°,+(a1b

of s (122':’! ai} (}%b%)

Y]




n o 1
a, b 2 8] 2 a;b;
4 a a a4 b1 i="1 i=1
Bew1as:( 1 ..2°°° n) 2 "2 |m .
b,] bzooubn : : n n 2
ol e 3w
a, bn i="1 i=1

Toepassing van stelling 7.3%6 geeft, dat de determinant van het

linkerlid gelijk is aan E: (a.b, ~-a b.)g, zodat
. ik ki
1¢i<kegn

(?: ai)g( 122:4 b1)2 _( EH: aibi)2

i="1 i="1

)2

il

Z: (a.b, =-a b, )",
1¢icken + X K1

»

Het rechterlid is de som van (g;)

il

% n(n-1) termen.

Opg. Bewi]js de i1ldentiteit van Lagrange ook zonder gebruikmaking wvan
determinanten.

Uit de identiteit van Lagrange volgt voor re&le getallen a bi
direct de ongelijkheid van Cauchy-Schwarz (zie opg. 18 Analyse
en verder ook blz, 23):

2 .2

2 2 .2 2 2
b +°°°+anbn> < (a1+a2+°°°+an)(b1+b2+°°°+bn>°

(a.,'b,‘+a2 5

Het gelijkteken geldt dan en slechts dan als de vectoren

a = (aq,,oo,an) en b = (bgseees bn) dezelfde dragers hebben.

RO~ VR U IR ™~ S e e D o e G Jaie o o o e D e e e e N G

- T e e e e e T M on Cou o men e M e e M M b e sn s g e e o s G e e e W e T e e e e e e mh e e e e S Awe e mes e W e e e G en e G G o S

Beschouw het lineaire stelsel:

¢
() k% 8y X = by (i=1,..0m) 5 A = (a,.) .

De exatte oplossing van (1) is als |Al# O volgens Cramer direct

neer te schrijven : x=A b of:
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841 B2 0Bq500 Pq Bqgpqe ey 219 24
(2) Xj - a’gqﬁ°°°°°°°°°°UOOVOQOQQQGUDQQQ a
ar"l,].“.,“.,an’j_,]bn an,j+4°°°ann anqee 8y

(2) is echter, zoals vroeger reeds opgemerkt voor grote stelsels,
onbruikbaar voor practische berekening. De reden hiervan ligt in
het feit, dat de berekening van een determinant van de n® orde

uit zijn algebraische definitie, n! (n-1) vermenigvuldigingen
vergt, en de berekening van alle Xy uit (2) dus (n+1) n! (n-1)
vermenigvuldigingen en n delingen, voor grote n dus totaal een zeer
groot aantal bewerkingen. Er zijn weliswaar andere methoden voor
determinant-berekening, die minder vermenigvuldigingen vereisen,
doch dit aantal is dan toch nog van de orde Z:n2€¥ %-nj, zodat

de gehele oplossing m/% n- vermenigvuldigingen vereist (onder-
steld is, ook in hetgeen onder volgt, dat het rekenwerk voor een
vermenigvuldiging en een deling ongeveer gelijk is, en dat n » 1),
Zuiniger/is de volgende methode:

Beschouw in (1)de 1€ en dc.f:vergelijking, Vermenigvuldig de eerste
vergeliljking met ajq, de laatste met aqq €N trek de verkregen ver-

gelijkingen dan van elkaar af. Resultaat:

(a11a32~ajqa12)x2+(a14aj3—ajqa13)x3+,oe°+(a11ajn~ajqa1n)xn=

=a,1,IbJ-a5,]b,( of

(1) (1) (1) (1)

. 1% RS - p\t)
%2X2+;ﬁx54' Tin %, Pj

Herhaal dit proces voor alle j met 1< jg¢n. Er ontstaan (n=-1)
vergelijkingen in (n-1) onbekenden xg,ooe,xn, waarvoor nodig zijn
geweest 2n(n-1) vermenigvuldigingen. Het proces zetten we op

Xg,o,oxn voort totdat ook Xpsoeoas X zijn geelimineerd.

n-1
Resultaat van dit zgn. eliminatie-proces van Gauss is het volgen-

de stelsel vergelijkingens:

N T
.4 (1 4 1 1
tﬁJ 122 X2+123)X5+°°°*12n xn=b2
(2 (2), _,(2)
l53 f3+oe,+1}n xn_b3

-1
:bén )

o

n

Saq(n=1)
lnn X
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Het totale aantal Vermenigvuldigingen bedraagt:

2 [n(n -1+ (n=-1)(n-2)+, ., .42, 13 3 n(n -1) (Bewijs dit laatste).

Voor de bepaling van de oplossing van (1) gaan we terugsubstitueren
en lossen eerst X, Op uit de laatste vergelijking van (3). Substitu-
tie van de gevonden waarde voor X in de (n—1)e vergelil jking van
(%) geeft Xn-q5 X, en x__, gesubstitueerd inqde (n-2)°¢ vergelijking
van (3) geven X, _ps €nz. Dit proces vereist 5 n(n-1) vermenigvuldi-
gilngen en n dellngen, zodat het totale aantal van degze bewerkingen
bedraagt 3 n(n -1) + —n(n 1)+n, dus van de orde % n’ voor grote n.
Zijn de co&fficisnten aij van A bijv. niet al te grote gehele ge-
tallen, dan zou het gehele eliminatie-proces zonder afronding kun-
nen geschieden. Bestaat ook de oplossing uit gehele getallen, dan
worden deze op deze wijze exact verkregen. In andere gevallen,

gaat i.h.a. de afronding een rol spelen; het proces dient dan ver-

fijnd te worden. We zouden dan bijv. als volgt te werk kunnen gaan:

1. Bepaal in absolute waarde het grootste element aIJ van de matrix
A.

2. Vermenigvuldig de 1€ vergelijking achtereenvolgens met alle
quoti&nten aiJ/aIJ (i=1,...,n, # I) en trek de andere vergelij=-
kingen er telkens vanaf.

Het resultaat van deze operaties is een stelsel van (n-1) verge-

lijkingen, waarin Xy niet meer voorkomt. Ditzelfde "discriminatie-

eliminatie"-proces wordt op het nieuwe stelsel van (n-1) vergelij-
kingen toegepast enz., totdat weer een "driehoekig" stelsel ont-
staat van het type (3). Terugsubstitutie geeft dan de oplossing.

Als delersvan de quotiénten, waarmee we vermenigvuldigen zijn de

grootste aij gekozen van de co&fficié&nten-matrices. Dit is gedaan

om te bereiken, dat bij elke eliminatiestap de eventueel optredende
afrondings-fouten zo klein mogelijk worden gehouden° De overheer-

Het aantal vermenigvuldigingen wordt ongeveer met de helft geredu-
ceerd, zodat voor grote n het proces van de orde % n3 is.
Specilaal ook voor handberekening is de laatste methode bijzonder

geschikt, omdat dan vlug kan worden overzien, waar de pivot zich
bevindt. We kunnen ook zodanig elimineren, dat ook in de bovendrie-
hoek van A allemaal nullen worden gevormd (Gauss-Jordan proces).
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Op de plaats van het rechterlid ontstaat dan Jjuist de oplossing.
Dit is dezelfde methode, die in § 6 uitvoerig is beschreven (schoon-

veeg-procedd). Het aantal vermenigvuldigingen is hier van de orde
L9} d

> nk d.i voor grote n van de orde %nj (bewijs dit).

k=1

Een derde methode staat bekend als het zgn. Choleski-proces

Het is gebaseerd op reductie van A tot een product van een onder-
driehoeksmatrix L (lower) en een bovendriehoeksmatrix U (upper).q)
Dus A = LU en Ax = LUx = b. We lossen dan eerst op Ly = b en daarna
Ux = y door terugsubstitutie twee maal uit te voeren. De co&ffi-
ciénten lij en uij van L en U worden verkregen door vorming van het
product LU en gelijkstelling van de elementen hiervan aan die van

ooa °

A in de volgorde aqqoo.aqn agq,ooagnoo,.noanq, an

Het voorgaande kan ook dienen voor de bepaling van de inverse A_/l
van een niet-singuliere matrix A. De inverse matrix A—/l kan bijv.
van belang zijn als we het stelsel (1) voor diverse rechterleden b
willen oplossen. De oplossing kan wegens x = A-qb lineair in b
worden uitgedrukt engemakelijker worden berekend als A_'1 bekend is.

Lossen we (1) op met als rechterlid achtereenvolgens de n eenheids-

vectoren E&,,,,, Eﬁ, dan vormen de oplossingen van de n Stelsels

juist de n kolommen van A—q° We lossen dan immers op de matrixyeps

gelijking AX=I. De determinanten-methode voor het bepalen van A-q

(blz. 130) geeft

m,],l/iA!°°° mnq/[Alﬁ

A = . , met my s de minor van A bij het element
mqn/[Ago,n mnn/}A[ 24 3 (vergel. (7.21) .

Deze methode is voor grote n in de practijk weer onbruikbaar.

Ook hier kunnen we Gauss-eliminatie ‘tpepassen, op dezelfde wijze

zoals boven is geschetst. Als we dan bij het eliminatie-proces niet

één rechterlid .reetransformeren, doch alle n rechterleden Eq,e,o,ghs

m.a.w., als we naast A rechts de eenheidsmatrix I plaatsen en het

1) De diagonaalelementen van L worden veelal gelijk aan 1 gekozen.
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eliminatieproces dus toepassen op de matrix (A,I), en als de
eliminatie zich ook uitstrekt over de bovendriehoek van A
(Gauss-Jordan proces) met reductie van A dus tot de eenheids-
matrix, dan ontstaat op de plaats van de oorspronkelijke I
rechts van de oorspronkelijke A juist A—q, geheel overeenkomstig
de methode geschetst op blz.165 . Dit proces is danweer van de
orde %~n3 voor grote n.,

De Choleski-methode, toegepast voor matrix~-inversie, reduceert
zoals boven eerst A tot het product LU. Dan geldt wegens AA-1=I
dus LUA"4=I, zodat A~1=U—4L_1, Uit L (bijv. met elementen 1 op
de hoofddiagonaal) berekenen we eerst L_q uit LL~1= I door
gelijkstelling van coé&ffici&nten van linker-en rechterlid. Op
analoge wijze berekenen we U-/]° Vermenigvuldiging van L-q en

y 7 geeft dan de gevraagde A—/‘°

Zijn we gelnteresseerd in de determinant van een matrix van grote
orde, dan merken we op, dat we deze met behulp van het op de
matrix toe te passen eliminatie-proces van Gauss kunnen berekenen
door het product te nemen van de pivots, evt .met verwisseling van teken,
Bij de Choleski-methode is de determinant gelijk aan het product
van de diagonaal-elementen van L en U. Heeft L allemaal ehen op de
hoofddiagonaal, dan is de determinant dus gelijk aan het product

van de diagonaal-elementen van U.
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Gemengde Opgaven

1)

2)

3)

%)

5)

6)

7)

U is de deelruimte van een R,, die wordt opgespannen door de
vectoren a=(1,-3,2) en B=(-1,2,1).

Aan welke relatie voldoen de kentallen van een vector
3’&=(x1,x2,x3), die in U ligt,

Bepaal de matrix van de homogene lineaire transformatie,
waarbij de volgende correspondentie geldt:
(1:091)_—'}’(5:"132): (,]:a 130)'_""(5:33)4)3 (15223)——*(19'5:”2)-
Heeft deze transformatie een inverse?

Bepaal een lineair onafhankelijke basis voor de deelruimte
van'Ru, die bestaat uit alle vectoren ?=(x1,x2,x3,xu), waar-
van de kentallen voldoen aan de homogeen lineaire vergellj-
king: x1-2x2+3x3=0.

Een deelruimte U van R, wordt bepaald door de vectoren
§=(x1,x2,x3), waarvoor geldt x1+x2+x3=0,
a) Als de vector v=(2,-2,t) tot U behoort, bepaal dan t,
b) Een deelruimte V van R3 wordt opgespannen door de vectoren
7 en W=(2,2,5).
Bepaal de doorsnede UnV,.

In R3 zijn de deelruimten U en V gegeven door:
U: xt+2y-z=0, V: 3x-y+2z=0, Bepaal een lineair onafhankeli jke
basis voor de doorsnede UnV,

Gegeven de vectoren “é’y “ToJ', T en @ met de eigenschappen:
1. Ei'ﬁﬁ'g¥§¥? vormen een lineair onafhankelijk stelsel,
— - - -
2, T is lineair afhankelijk van a en b, zowel als van a en c.
—
Bewljs, dat d lineair afhankelijk is van a. Kan @ gelijk zijn
aan de nulvector, als'g dat niet is?

-3
Gegeven de lineair onafhankeli jke vectoren "g,—g, c. U is de

. I e A I I e
vectorruimte, opgespannen door de basis b-c, atb, a+tc,

1. Bepaal de dimensie van U,
2, Ga na of de volgende vectoren tot U behoren:‘g,-§¥g¥?,
— -
2g+b+c°




8)

9)

10)

11)

12)
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3. De vectoren (p,q,r) met de eigenschap, dat p§+q§+fg tot U
behoort, bepalen een vectorruimte V., Geef een (lineair on-
afh.) basis voor V.,

\ . - = = -
Gegeven zijn de vier vectoren a, b, ¢ en d met de volgende

eigenschappen:
-3 . A . . -3 b 4 -3 -
1. 2 is lineair afhankelijk van b en c, evenals van ¢ en d.
- -3
2. b,'g en d vormen een linealr onafhankelijk stelsel.

Bewljs, dat @ lineair afhankelijk is van a.

Gevraagd wordt in R3 de vergelijking van het vlak, waarvan de
parameter-voorstelling luidt:

—£=(O:192)+ ?‘(1:'130)+ /“'(Os 1:1)0

Geef omgekeerd in R, een parametervoorstelling van het vlak

x-2y+3z=4,

3

Gegeven is:

1.‘3 is lineair afhankelil jk van'g en Bi

2. ﬁ is lineair onafhankeli jk van @ en @.
- -3

3. a # 0.

Bewljs, dat ¢ lineair afhankelijk is van a.

Beschouw in R. de rechte 1lijn 1, gegeven door de vergelijking

3
R=(1,2,3)+ »2(0,1,1).

Gevraagd:

1. De snijpunten van 1 met de drie cotrdinaatvlakken.

2. De parametervoorstelling van het vlak V door 1 evenwijdig
aan de 1lijn met richtingsvector (1,0,-2).

3. De covrdinatenvergelil jking van V.

Gegeven zijn in R%ﬁmet rechthoekig_gartesisch covrdinatenstel-

sel de vectoren: a=(10,5,15,0) en b=(1,2,2,4).

1., Bepaal de vector Vv van de gedaante"?£§+ iﬁ, die de klein-
ste lengte heeft (» =parameter).

2. Hoe groot is de hoek tussen b en Ve




13)

14)

15)

16)

17)

18)

19)
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Gegeven zijn in R3 met rechthoekig Cartesisch covrdinaten-

stelgsel OXYZ de rechte 1:

®=(-1,1%4,-3)+ a(-1,2,-2) en het punt P=(-1,2,3).

1. Bepaal op 1 het punt Q zd4, dat PQL 1,

2., Bepaal de afstand van P tot 1 en een parametervoorstelling
van de loodlijn PQ op 1.

Bepaal in R3 met rechthoekig Cartesisch covrdinatenstelsel
OXYZ de hoek tussen de vlakken U en V met U: 2x+2y-z=5 en
V: vlak door (1,3,-3) en (4,0,0), evenwijdig aan de z-as.

Bepaal in R3 met rechthoeklg Cartesisch covordinatenstelsel
OXYZ de hoek tussen de 1lijn 1 en het vlak V:

1: ®x=(2,2,10)+ a(1,0,7).

Vi x+y+2z-5=0,

Geef ook V in parametervorm, Bepaal het snijpunt van 1 en V.

Gegeven 1is in R3 het vlak U:2x+3y-4z=1 en het punt P(2,1,1).
Onderzoek of

1. Q(1,3,2) aan dezelfde kant van U ligt als P,

2. Evenzo voor R(1,-1,1) i.p.v. Q.

Gegeven zijn de vier rechten in een R,:

%= 2(0,1,0); %=(1,0,0)+ a(0,0,1); #=(0,1,1)+ 2(1,0,0);
X=(2,2,0)+ a(-1,0,1).

Bepaal de rechte, die deze vier rechten alle snijdt.
Bepaal ook de covrdinaten van de 4 snijpunten.

dn is een determinant van de n® orde met algemeen element
. _ . . .2 L
ayy s zodanig, dat a, ;=1 (i=1,...,n); T T R 1

(i=1,...,n-1); alle andere elementen zijn nul,
Bewijs, dat voor n>» 2 de volgende recursieformule geldt:

_ 2
d =d _,+(n-1)%d, .

Welke functie is dn van n?

&

. . e
dn is een determinant van de n~ orde met algemeen element
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a,y» zodmnig, dat aqq—cos g3 a; =2cosp (i=2,...,n);
ai,i+1=1’ 2y41,1 =1 (i=1,...,n- 1)g alle andere elementen
zijn nul,

Bewijs, dat voor n»> 2 de volgende recursieformule geldt:

d,=2 cos ¢ d _4~d, o

Welke functie 1is dn van n en @ ?

20) Bereken de determinant van de n® orde, met algemeen element
aik’ wagrvoor geldt:
=1+x
211
i=1,...,n, (1€j&n); alle elementen buiten de hoofddiagonaal

(i=1,...,n); a; y=x  voor li-j] =1 voor

en de twee nevendiagonalen zijn nul,.

21) Druk in een R3 de vectoren X —(2 1, O),x =(3,1,1) en
72 =(2,-1,7) ult als lineaire contlnatles Van'3 —(O 2,1),
—( -1,6, 2) en y3 (1 3,4) Evenzo omgekeerd: de vectoren
yq, ye, y3 in xq, x2 en x3

22) Gegeven is dat de ruimte, opgespannen door de oplossingsvecto-
ren van het stelsel:

3x1 + x2 + 7x3 = 0
2}<:,l - Xy + ax3 - 5x4=

de dimensie 2 heeft, Bepaal a en b,
Geef een (lineaire onafh.) basis voor de oplossingsruimte
van het stelsel,

23) Geef in determinantvorm de voorwaarde, die nodig en voldoende
is, opdat de volgende drie rechten in het platte vlak door
één punt gaan:

aqx + bqy + Cy = 0
) a X + b2y + Ch = 0
+ b + =0 |,
a3x By 03
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24) Los het volgende stelsel vergelijkingen op:

mx + y + z =1

X +my +z =mnm

2

X+ y +mz =nm .

Is voor iedere waarde van m het stelsel oplosbaar?

25) Los op het stelsel vergelijkingen:

%4

1

X4

+ bx2 + x3 =
t X, d:x;3 =1
+ cx2 + x3 =

en beschouw alle gevallen, die zich kunnen voldoen.

26) Gegeven is, dat

2X
3x
5x

X

het stelsel vergelijkingen:

+ ¥y z + 2 =0
+ 2y +az + 2
+ by - 3z + ¢
+ 3y + 2z + d

i

i

i

0
0
o)

tenminste twee oplossingen bezit, die lineair onafhankeli jk

zijn,

Bereken a,b,c en d en geef alle oplossingen van het stelsel

voor de gevonden waarden van deze grootheden. (examen sept,'62)

27) Bepaal voor alle reele waarden a en b de oplossing(en) van

het stelsel vergelijkingen:

X
2%
bx

+ 2y + 4z - 2
+ay +8z - a =
+ y + 2z - 2b = 0 .

il
o O

28) Bepaal voor alle reele waarden van a de oplossing(en) van de

stelsels:

X+ ¥y - 2a - 2
2ax + y - 3
(3a-1)x + ay - 7a + 2

=0 ax + y + z - 1=
=0 3 X tay + z =
=0 X + y + az -a® = 0 .
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Evenzo voor regle a,b en c de oplossing(en) van het stelsel:

ax + by + cz = b+c
bx + ¢y + az = c+a .
cxX + ay + bz = atb

29) In de drie dimensionale ruimte met rechthoekig Cartesisch
covrdinatenstelsel 0XYZ zijn de volgende twee rechten ge-

geven:
l1: 3x +y - 1 =0, 2x - y+ z =1 ;
m: 15 2 = -p 4y - 12y + 5z = p .

1. Onderzoek voor welke waarde(n) van p de rechten 1 enm
elkaar sniljden.

2, Bepaal voor de onder 1. bedoelde waarde(n) van p één
der hoeken, die door 1 en m worden ingesloten.

30) Onderzoek voor alle reele waarden van a en b de oplossingen
van het stelsel vergeli jkingen:

x +2y -8z - b =0
X -3y + 7z +b =20
bx +y - az - 1 =20 ,

en geef de eventueel aanwezige oplossing(en) aan.

31) Toon aan, dat het stelsel:

bx - 2y - 3t = -4z
-X - 2y + 2t = Z
X - ¥y + T = Z
2x + y - t =

een oplossing bezit, die niet de nul-oplossing is.

Bepaal verder de waarde(n) van p, waarvoor het stelsel:

hx - 2y + 4z =3
-X = 2y - z = -2
X - y - z = -1
" 3 2 -
6p’x + 6p°y -10pz = 9

een oplossing bezit.
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32) Gegeven is, dat het stelsel:

X, + X5 = x3 = 2
“X, ot ax, + XB = -2
2;><:,l + 2x2 + ax3 = 4

tenminste twee oplossingen heeft. Bepaal a en de oplossingen.

33) Elimineer x, y en z uit de vergelijkingen:
f x +ay +a° = a

x + by + b2z = pF

4

x + cy + cgz = c
2

( x + dy + d7z = d4 .

34) Gegeven 1s het stelsel lineaire vergelijkingen:

x + (3a+1)y +az -2 =20
(a+2)x + (at1)y - z -5 =0

x + (a+2)y -(a+1)z-a-1=0
(a+1)x + (3-a)y - a =0 |,

Gevraagd a zo te bepalen, dat het stelsel oplossingen heeft,.
Bepaal alle oplossingen voor die waarde(n) van a.

35) Bepaal de waarde(n) van a, waarvoor het stelsel vergelijkingen

3x + 2ay - 3z = 6
2ax + 3z -T7Ta= 0O
2X + y + 3az+1 = 17a

meer dan één oplossing heeft., Geef bij de gevonden a de op-
lossing (bijv. in vectorvorm).
JIdem voor het stelsgel:

ax + 2y -z -1 =20
x +Ha+1)y +z -2 =20
x - y +a+2)z+1-a= 0 .,

36) Gegeven 1s, dat het stelsel:




37)

38)

39)

40)
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[ ax + y - 2z = -1
X =3y -4z +7=0
{ (a+1)x - 5y ~ 3z - 4 =0
6x + by - 3z + 1 =0
\ 2x + Ty + =z = 0

oplosbaar 1s. Bepaal a, b en de oplossingen,

a) Bepaal in de vergelijking y=mx m zo, dat in R2 (met
rechth, Cartesisch covrdinatenstelsel) de door y=mx voor-
gestelde rechte twee samenvallende punten met de cirkel
x2+y2—6x~2y+8=0 gemeen heeft, Wat is de meetkundige be~
tekenis? Behandel dit vraagstuk bij voorbeeld (ook) op
de volgende wijze: de cirkel zal van de lijn een koorde
afsnijden, wier lengte een functie van m is. Bepaal die
functie en vindt met behulp daarvan de raaklijn uit 0 aan
de cirkel,.

b) Bewijs, dat de raakkoorden van een cirkel, behorende bij
de punften van een rechte geheel buiten deze cirkel, in

een Rg een 1ijnenwaalier vormen,

(met rechth. Cartesisch coordinatenstelsel)

a2 en de parabool x2=2py elkaar loodrecht

Bewijs, dat in R

2
2,40y22

de ellips x
sni jden,

Herleid tot z'n eenvoudigste vorm de volgende determinant:

a-b-c 2a 2a
2b b-c-a 2o’
2c 2¢ c-a-b '

Gegeven 1s de matrix:
a-b b-¢ c¢c-b b-a
b-¢ ¢-b b-a a-b
c-b b-a a-b b-c
b-a a-b b-c c¢-b

Gevraagd te bewijzen:
1. det M = O,
2. De minoren van alle elementen van M zijn gelijk.

Aan welke voorwaarden moeten de elementen van een vierkante
matrix voldoen, opdat de minoren van alle elementen gelijk zijn?
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g 8. Beknopte theorie der eigenwaarden en eigenvectoren van

matrices

1. Inleiding

In de lineaire algebra en de numerieke analyse speelt het probleem
van de bepaling van eigenwaarden en eigenvectoren van matrices

een zeer belangrijke rol, Het kan als volgt worden gedefinieerd.
Z1j gegeven een vierkante matrix A; gevraagd die waarden van a,

waarvoor het stelsel vergelijkingen:
(8.1) A X = AX

een niet triviale oplossing x bezit (dwz x # nuloplossing).
De waarden van » heten de eigenwaarden (eigenvalues, characteristic

values (roots), latent roots) van A; de corresponderende vectoren
x heten de eigenvectoren van A, Uit (8.1) volgt, dat ledere vector

X bepaald is op willekeurige multiplicatieve constante na,.
Tikwijls worden de eigenvectoren genormeerd op bijv. "lengte" 1

(dwz de som van de kwadraten van de kentallen van x is gelijk aan
1) of z$, dat het grootste element van de vector gelijk is aan 1.
Een vector x, die aan (8.1) voldoet, heet ook wel een eigenkolom

van A.

We kunnen het probleem ook zo interpreteren, dat als A reeel van
de n° orde ig, de reele eigenvectoren die vectoren # nulvector
in een Rn zijn, die door de bijbehorende lineaire transformatie
A overgevoerd worden in een vector, die op een scalaire factor
na gelijk is aan de oorspronkelijke vector. Deze factor heet de

bij de eigenvector behorende elgenwaarde,

Opm. Het eigenwaardeprobleem komt ook wel voor in de vorm:
(8.2) C x =aB x

bij gegeven vierkante matrices C en B, Is B niet-singulier, dan

is (8.2) aequivalent met B lc x =ax van de vorm (3.1).

Bij het bepalen van de oplossing van een stelsel simultane line-
aire differentiaal vergelijkingen met constante coefficienten,
heeft men met een eigenwaardeprobleem te maken. Is het stelsel b.v.

van de 2° orde, en bestaat het uit n vergelijkingen, dan kan het
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stelsel geschreven worden in de vorm
(8.3) Ax +Bx +Cx =0,

waarin A,B en C (nx n)-matrices en de punten differentiaties
naar de onafhankelijke veranderlijke, zij t,voorstellen.
Het stelsel (8.3) is te herleiden tot 2n vergelijkingen, bij
introductie van de nimuwe variabelen X=p; (3.3) gaat dan over in
de 2n vergeliljkingen:
X=p

(8.4)

APp+Bp+Cx =0,

Volgens de theorie van de lineaire differentiaalvergeli jkingen
(Meulenbeld en Baart, deel II, § 102) is de oplossing van (8.4)
een lineaire combinatie van oplossingen van het type:
x=aext,p=beht, met xa=b, Uit (8.4) en deze oplossingen volgt

de relatie
(8.5) AXb + Bb+Ca = 0 ,

Gecombineerd met aa=b voert dit tot de matrixvergeli jking:

co (3 (- (2 20

Stellen we de 2n-vector (%) gelijk aan z, dan is (8.6) van de
vorm aPz=Qz, aequivalent met (3.2).

Opg. Bewljs, dat de algemene oplossing van het stelsel de diffe-

rentiaalvergeli jkingen

1 2 1 2

2%, + 3&2 + X, - 2%, =0

{ X, + Xo + X, 4+ xX. =0
1 1 2

voorgesteld kan worden door X4 =2 e3t +5 b e
{ X, =-a e3¢ - b e ¥ .
2
Een ander probleem, dat aanleiding geeft tot een eigenwaardebe-
palingy is dat van de bepaling van de perioden van de vrije
trillingen van een dynamisch systeem om een evenwichtstoestand.

De differentiaalvergelijking is van de vorm:
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(8.7) AX =-Bx (harmonische trilling).

Zijn A en B positief definiete matrices (d.z. symmetrische

matrices met vitsluitend reele positieve eigenwaarden), dan kan

worden aangetoond, dat de oplossingen van (8.7) lineaire combi-
. . . iat

naties zijn van de oplessingen van de vorm x=ye ; met reele

A, dle gesubstitueerd in (8.7), voldoen aan de vergelijking

A k2y=By van het type (8.2).

2. Enkele eigenschappen en definities

Uit (8.1) volgt, dat de eigenwaarden A van A de wortels zijn van
de vergell jking

(8.8) [A— AI[ = 0,

want dan en slechts dan heeft (8.1) andere oplossingen dan de
nuloplossing, als de determinant van de coefficientenmatrix van
(8.1), d.i. het linkerlid van (8.8), gelijk is aan nul.

Deze determinantenvergelijking heet de karakteristieke vergelijking

van A (ook wel genaamd eigenwaardenvergell jking, seculaire verge-
1lijking of S-vergelijking). Uitgeschreven, als A=(aij) een
vierkante n-matrix:

Gqq7h B ... By
(8.8) a) 8y, dop=A .- an, = 0,
2n 2 %n- %an™?

Deze determinant heet de karakteristieke determinant%) van A,

Het 1s de determinant van de coefficientenmatrix van de op
rechterlid O herleide eigenwaardevergelijking (8.1). De ontwik-
keling van deze determinant is een veelterm van de n° graad in A ,de
karakteristieke veelterm van A:

2 n-1 n._n
ATt Loba A +(-)" 2" =0,

¥) Verwar dit begrip vooral niet met het onder dezelfde naam

voorkomende begrip bij de theorie der lineaire vergelijkingen
(blz.141).
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(8.9) heeft volgens de hoofdstelling van de algebra n wortels,
de n eigenwaarden, die retel of complex kunnen zijn, enkelvoudig
of meervoudig. Het 1s eenvoudig in te zien, dat alleen de reele
oplossingen voor A blj een reele matrix A kunnen leiden tot
reele eigenvectoren van (8.1).

Zoals reeds opgemerkt 1s een eigenvector op een factor na bepaald,
indien ongenormeerd, Dit betekent, dat iedere eigenvector een
deelruimte opspant van dimensie 1 in een n-dimensionale vector-
ruimte Cn (d.1i. de verzameling van alle n-vectoren met complexe
kentallen), invariant bij transformatie met matrix A,

Vb, Z1j A= (21 2) . De karakteristieke vergelijking, die bij A

behoort, luidt: |1-% 1_%t=o of (1-A)2+1=0. Dit geeft de eigen-

waarden a=1+1, ~ix +x,=0

Bij &a=1+1i vinden we de eigenvectoren uit { s o .
-xq—lxg—o

De algemene oplossing hiervan is x,=t, x,=it. De invariante één-
dimensionale deelruimte, die bij A =1+i1 behoort, wordt dus in een
C, opgespannen door de eigenvector (1,1), Evenzo behoort bij de
elgenwaarde A=1-1 in deC2 een invariante één-dimensionale deel-

ruimte, opgespannen door de eigenvector (1,-i).

Zoals op blz.62 gedefinieerd, wordt de kern van een transformatie
A gevormd uit alle vectoren van een Rn (of Cn)’ die door A over-
gevoerd worden in de nulvector., Als nu A een lineaire transforma-
tie is met matrix A singulier, dan heeft A zeker een eigenwaarde,
die gelijk is aan O,

ledere met deze eigenwaarde corresponderende eigenvector spant
een invariante deelruimte op, die door A overgevoerd wordt in de
nulvector. Dus als A singulier, spannen de lineair onafhankelijke
eigenvectoren van A, die corresponderen met =a=0, tezamen met de
nulvector, juist de kern van A op. Het is verder duidelijk, dat
een lineaire transformatie dan en slechts dan een vector # nul-
vector, invariant laat, als deze transformatie bij een matrix be-

hoort,lpieéeigenwaarde bezit,die gelijk is aan 1,

Stelling 8.1. Bij verschillende eigenwaarden behoren lineair on-

afhankeli jke eigenvectoren,
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bWl 47 hg,o,., mm_twee aan twee

verschillende eigenwaarden zijn van een vierkante matrix A van de
e . . . s . s

n- orde, dat X, een elgenvector is bij Aq, X, een bij %2’°°"Xm

een bij Rm behorend. Bewijs ult het ongerijmde: Stel, dat
XgsXpsenss Xy lineair afhankelijke vectoren zijn. Er is dan altijd

een getal r te vinden (14r«<m), 246, dat X gsXpsenesXpig lineair

afhankelijk, terwijl X 45X ,xf lineair onafhankelijk. Laat nu

2;::00
de volgende relatie bestaan tussen xq,xg,.
Is
Links vermenigvuldigen van I met A geeft volgens (8.1):
IT: ch1x1+02A2x2+,,°+cr+1xr+1xr+ﬂ=0,
Vermenigvuldilig verder I met kr+1 en trek het resultaat van II af,

°’Xr+1°
C X teoXot. e ux =0, met (01’02’°“°’Cr+1)% nulvector.

Er ontstaat:
III: cq(xq—kr+1)x1+02(z2—kr+1)x2+,°°+cr(Ar~kr+1)xr=O,

Daar XqsXpseoesXy, lineair onafhankelijk zijn en mi% npyq VOOT
i=1,2,...r, volgt uit III: c,=c,y=...=c_=0. Doch dan is Cr+1%o’
hetgeen volgens I impliceert xr+1=nulvector, hetgeen is builten
gesloten,

Opgaven

1) Bepaal de eigenwaarden en eigenvectoren van de volgende matrices

2 4
a) (2 4); b) ( 2 -3); c) (3 _2>; d) (g 0 2 );
3 13 31 2 Yy 2 3

2 2 2
33 3 1.0 0 11 0 { 0 1 0
e) -%- % % o 1 0l;e)l1 1 0f:;n)! 0o 0o 1;
b2 2 0 0 1 0 0 3 l—6 5 2
3 3 3,
3 -2 0 9 -6 2 0 0 0
i)j-2 2 -2}; j)|{-6 8 -4 )l 1 0 o .
0o -2 1 \ 2 -4 4 0o 1 0

2) Gegeven is de lineaire vectortransformatie #'=A ¥ met A de

5 2

symmetrische matrix 5 o)

a) Bepaal de eigenvectoren,

b) Toon aan, dat de twee stelsels eigenvectoren loodrecht op
elkaar staan,
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3) Bewijs, dat als A een niet-singuliere matrix is, de eigenwaar-

-1 . . s .
den van A de inversen zijn van die van A,

4) Wat is de som en wat het product van de eigenwaarden van de

matrix
2 1 -1
17 3 b
b-1 0 °
0 2 2

Wat is bij een vierkante matrix de relatie van de som en het
product der eigenwaarden tot het spoor en de determinant van

de matrix?

5) Bepaal de eigenwaarden en eigenvectoren van de matrix

{50 -252 240
29 =154 150 ).
21 -114 112

(Hint: de eigenwaarden van de matrix zijn geheel!)

6) Geef de karakteristieke vergelijking van de matrix

2 -1 2
-1 6 8
2 8 30

aan, en bepaal met behulp hiervan een eigenwaarde van de

matrix (examen 1961),

7) Gegeven 1s de matrix

a b 2
M = 1 4 c .
-2 -4 -1

a) Leid een voorwaarde voor de elementen a,b en ¢ af, die
nodig en voldoende is, opdat de matrix M een eigenwaarde
2 bezit,

b) Laat M een elgenwaarde 2 bezitten. Bewljs, dat dan de vec-

tor (2,-1,0) een eigenvector van M behorende bij de eigen-
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waarde 2 1s, indien geldt: 2a-b-4=0.

c) Bereken a,b en ¢ als M een eigenwaarde 2 bezit en bovendien
gegeven is, dat de vector (1,0,-1) een eigenvector van M
is behorende bij een eigenwaarde # 2. (examen maart 1962).

3. Eguivalentie

Volgens stelling 7.32 blz. 165 is een matrix A dan en slechts
dan equivalent met een matrix B, als er niet-singuliere matrices
M en N bestaan, zodanig, dat B=MAN. Een equivalentie 1in engere
zin treedt op, als de matrices M en N zodanig gekozen kunnen
worden, dat ze elkaars inverse zijn, dwz. als er niet-singulilere
matrix P bestaat, zodat

(8.10) B=p~ ' 4 P

(en dus ook =" B Q, als P*1=Q),

In de eigenwaardetheorie speelt deze "speciale" equivalentie van
matrices een zeer belangrijke rol. Spreken we in het vervolg over
equivalentie, dan zullen we, tenzij anders vermeld, onderstellen

deze speciale equivalentie te bedoelen. Tus:

Definitie: Een matrix B is equivalent met een matrix A, als er
/I

niet-singuliere matrix P bestaat, z8 dat B=F 'A P. De transfor-

1A P heet een equivalentie-transformatie

/I

matie van A in P~
(similarity transformation); P~ 'A P wordt wel de getransformeerde

van A genoemd met betrekking tot de matrix P,

Opm, Op grond van deze definitie moeten A en B ingeval er van
equivalentie sprake is vierkante matrices zijn van dezelfde orde

(waarom?),

Stelling 8.2, Equivalentie van matrices is een "equivalentie-

relatie" in de zin van § 7, blz.161 (reflexief, symmetrisch en

transitief) .

Bewijs: Neem P=I, dan is A equivalent met zich zelf, dus equiva-
o P, dan is A=P BP '=0” B Q
Ty pen

4

lentie reflexief. Voorts als B=P

als Q=P—1, dus symmetrisch., Tenslotte geldt, als B=P~

¢c=r"'B R, dat
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7 7

c=r" (27T P)r=(r7 2" Ma(er)=(Pr) "A(PR) =5""A s, als $=PR,
waarmede de ftransitiviteit is aangetoond.

Opm. Op grond van de symmetrie in het equivalentie-begrip kunnen
we zonder dubbelzinnigheid spreken van "equivalente matrices A
en B",

Stelling 8.3. Equivalente matrices hebben gelijke determinant,

dezelfde karakteristieke vergelijking (veelterm) en dezelfde
eligenwaarden,

Bewijs: a) Als B=P~1AP, dan geldt volgens de productstelling voor

determinanten (blz.167):
(Bi={e" " 1a) (el =27 [l al=[e" "R | & =IT{] Al =[al.
b) |A- mI]=|P—1(A—7\I)P)=1P_1AP— zP—qlP{=|P"1AP—7\I| .
A en PanP hebben dus dezelfde karakteristieke veelterm, dus

dezelfde karakteristieke vergelijking, en dus ook
c) dezelfde eigenwaarden,

Opm. A en B behoeven niet noodzakelijk (en in het algemeen zelfs
zeker niet) dezelfde eigenvectoren te bezitten, want als x een
eigenvector is van een matrix A, behorende bij een elgenwaarde A
en P een willekeurige niet-singuliere matrix, dan is volgens
(8.1): Ax=ax, dus (P~ 'aP)P” x=p o Ix=p""

een eligenvector van P_qAP is behorende bij dezelfde eigenwaarde

Ax= thqx, zodat P~ x

A, als waartoe x behoort met betrekking tot de matrix A. Daar

(

P een willekeurige niet-singuliere matrix is, treedt P™ 'x in het

algemeen niet als eigenvector van A op.

Vb, Laat A de matrix zijn (_g 4) ; en P de matrix (—1 “a) »

- -
dan is
y - §~ - % N - —% - % -1 10 10
B=P  'AP= = =
1 g 1 7
- = 2 -1/ \ - -= = {1-1 - -
33 T 3 3 > 0 -5
Nu geldt inderdaad:
a) |Al=|B]= -5.
[ B .

b)I*BQ*A

I =(-3-2)( S 1-A)-B= A AR5 =(A +5 ) (A=1)= I

0
-1 -2 0 -5-%n °
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¢) A en B hebben dezelfde eigenwaarden 1 en -5,
d) Een bij =& =1 behorende eigenvector van A is (1,1), idem bij
p~ap: (1,0);

S
=1 N 3 3 Ty i
P (/l)_ _ -1 1 (/])—' - (O)°
3 3
Een bij = -5 behorende eigenvector van A is (2,-1), idem
pij P7AP: (0,1);
-1, 2 -1 -2), 2 0
P (_f])z 3 3 (_r]) = = (/l) °
-4 A
3 3

Opg. Bewijs dat iedere matrix, die equivalent 1s met een diago-
naalmatrix ook equivalent is met z'n getransponeerde (dezelfde
eigenschap geldt zelfs voor iedere matrix, dus ook die, die niet

equivalent zijn met een diagonaalmatrix (zgn defecte matrices,
zie blz.200)).

L, Over eigenwaarden en eigenvectoren van matrices in samenhang

met de equivalentie-transformatie; transformatie van matrices

tot de diagonaalvorm en driehoeksvorm.

Het probleem, dat we zullen behandelen, betreft de transformatie
(reductie) van een gegeven (vierkante) matrix A tot bijzondere
matrices door middel van een equivalentie-transformatie. Is bijv.
reductie van A tot een diagonaalmatrix (zoals in het voorbeeld
boven) altijd mogelijk? Het zal blijken, dat dit niet bij elke
matrix mogelijk is.

Onderstel eerst eens, dat A equivalent is met een diagonaalmatrix
Tas= A
Volgens stelling 3.3 hebben A en /A dan dezelfde eigenwaarden,De

A, dus dat er niet-singuliere matrix S bestaat met S~

eigenwaarden van een diagonaalmatrix zijn julst de elementen van
de hoofddiagonaal. Deze diagonaalelementen zijn dus julst de
eigenwaarden van A. Dus:

Stelling 8.4 Als een matrix A van de n® orde equivalent is met

een diagonaalmatrix /A , dan is




 ——
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waarin de diagonaalelementen Aq, 22,.,0, A, de eigenwaarden zijn
van A,

Uit 87TAS= A volgt AS=S A .

Laat A=(aij), S=(Si3) zijn en Ay, Ags...s Ay de eigenwaarden van
A, dus de diagonaalelementen van /\ . Dan geldt dus:

s,H S12 o a e Sﬂn 31 0 ... 0
(8.11) AS=SA =[58,, Spp «»+ Spy 0 >\2 .o, O =

an sn2 oo s Snn ) eoo O An

ABgq PoBap eee A8y

24804 PoSon -ee ApSop .

ABhq MSpo ccc Pn®pn

Als nu 519525°'~53n de n kolomvectoren van S zijn, zijn die van

SA volgens (8.11): Aq Sy 25855 ens A, S, ; die van AS zijn
Asq,ASE,c,,,ASH. Gelijkstelling geeft
(8.12) AS,= 7S, (i=1,2,...,n) .

Volgens (8.1) drukt (8.12) uit, dat de 1€ kolom van S een eigen-
vector van A is, die correspondeert met de eigenwaarde mi.
Omgekeerd geldt, dat iedere matrix S, waarvan de i kolom een
eigenvector van A is, die correspondeert met de eigenwaarde

A (1=1,2,...,n) voldoet aan de matrixvergelljking AS=SA met A
de diagonaalmatrix met diagonaalelementen gelijk aan de elgenwaar-
den Ay Is S niet-singulier, dus bestaat S uit n lineair onaf-
hankeli jke kolomvectoren, eigenvectoren van A, dan geldt dus
S_qAS=:A , zodat A equivalent is met een diagonaalmatrix, m.a.w.

Stelling 8.5 Een nodige en voldoende voorwaarde voor het equiva-

c . . e
lent zijn van een matrix A van de n~ orde met een

diagonaalmatrix A, is dat A n lineair onafhanke~-

/]

1ijke eigenvectoren bezit, S~ AS is dan en slechts

dan een diagonaalmatrix /N als de kolomvectoren van

. S lineair onafhankelijke eigenvectoren van A zijn.
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De diagonaalelementen van /A zijn de eigenwaarden
L€ . . .

van A, Het 1~ diagonaalelement van A is gelijk aan

de eigenwaarde van A, die correspondeert met een

elgenvector van A gelijk aan de 1® kolom van S.

1AS een diagonaalmatrix A als

S:P=(:3 _%) en A=('g _ﬁ), en wel de diagonaalmatrix (g _g).

De eigenwaarden van A zijn 1 en -5, de diagonaalelementen
van A , Volgens stelling 8.5 moeten de kolomvectoren van
S: (-1,-1) en (-2,1) eigenvectoren van A zijn, resp. be-

horende bij =1 en A= -5, zoals inderdaad ook het geval

is.
y 2 -2
Vb. 2)Reduceer de matrix A= -5 3 2 tot een diagonaalmatrix
-2 4 1

door middel van een equivalentie-transformatie.

De eigenwaarden van Avinden we ult de karakteristieke ver-
Yen 2 -2

gelljking: -5 3-x 2 {=0 of
-2 4 1-A

7«3—8?\2+’I7?\-1O=(9\—’1)(7\-—2)(7\—5)=O° De eigenwaarden van A zijn
dusz: 7ﬂ=4’ 32=2, 33=5,

Zoals direct is te verifieren zijn de vectoren (2,1,4),
(1,1,2) en (0,1,1) eigenvectoren van A resp. corresponderen-

de met de eigenwaarden 1,2 en 5. Volgens stelling 8.5 zal de

transformatie S AS met
2 1 0 17 0 O
s=f1 1 1 , A reduceren tot de diagonaalmatrix| O 2 O
b 2 1 0 0 5

Controleer dit.

Uit de stellingen 8.1 en 8.5 volgt direct:

Stellingv8,6 Als de eigenwaarden van een matrix A alle verschillend

zljn (karakteristieke veelterm dus het product van ver-
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schillende lineaire factoren, karakteristieke verge-
1ijking dus enkelvoudige wortels), dan is A

equivalent met een diagonaalmatrix,

Opm, Als de eigenwaarden van een matrix niet twee aan twee ver-
schillend zijn, behoeft de matrix niet equivalent te zijn
met een dilagonaalmatrix,

De matrix A= (_1 _q) bijv., heeft de tweevoudige eigenwaar-

de 0. De eigenvectorenzijn van de vorm (t,-t). A bezit dus
niet 2 lineaire onafhankeli jke eigenvectoren, en kan dus
volgens stelling 8.5 niet equivalent zijn met een diagonaal-
matrix,

Heeft een matrix wel meervoudige eigenwaarden, en is hij
zgn niet-defect (zie blz.200), dan 1s hij wel te diagonali-
seren, Dit houdt verband met het feit, dat voor diagonali-
sering noodzakelijk en Vouldoende is dat het aantal lineair
onafhankelijke eigenvectoren, dat bij elke eigenwaarde be-
hoort, gelijk is aan de multipliciteit van de betreffende
eigenwaarde, (zie blz.200).

Beschouwen we i.p.v. A z'n getransponeerde AT, dan zijn de eigen-
waarden van AT die waarden van A, die voldoen aan ‘AT- xIl =0,

Daar (A—AI)T
de determinant van z'n getransponeerde, hebben A en AT dezelfde

=AT—RI en de determinant van een matrix gelijk is aan

eigenwaarden. De eigenvectoren van A zijn echter in het algemeen
verschillend van die van ATo

Stel nu eens, dat Aq, Ag,.,,, An n onderling verschillende
eigenwaarden zijn van A (en dus ook van AT), dus mi% kj voor
i£j. Zij XgsKpseeesXy TESD. ¥ 5¥pseees¥y 1 eigenvectoren van A

resp. A” corresponderende met xq, %2,.,., .. Dan geldt voor

n
i=1,2,...,n dus:

(8.13) A X.= A, X. en

(8.44) 2Ty =, oy,

De getransponeerde vgl. van (8.13) luidt:

&

TT . T
(8.15) x{AT = agxy
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g3
ik . . . .
Men noemt Vi (1=1,2,,,.,n) veelal de eigenrijen van A die corres-

ponderen met Ai (resp. voor i=1,2,...,n). Elgenkolommen (-rijen)
van AT zijn dus eigenrijen (kolommen) van A.
Uit (8,14) volgt bij voorvermenigvuldiging met x?:

T T T
(8.16) %y Ay, = mixj vy .

Rechtsvermenigvuldiging van (8.15) met Y geeft bij verwisseling

van 1 en Jj:

(8.17) X Avy, = A xT Ve

Uit (8.16) en (8.17) volgt:

(8.18) O=(ki- lj)xg y;, zodat als i#j de onderstelling mi% kj
leidt tot

(8.19) xy ¥y =0 (1£3).

(8.19) drukt uit, dat de 2 stellen vectoren x, (i=1,...,n)
en vy, (3=1,...,n) zgn. biortho%onaal zijn, Als A bovendien reeel-
symmetrisch is en dus geldt A=A", dan volgt uit (8.13) en (8.714),
dat xi en yy langs degelfde drager vallen, want zoals we straks

zullen zien is bij een enkelvoudige eigenwaarde de bijbehorende
eigenvector (op een factor na) bepaald.
Bij een reele symmetrische matrix geldt dus, dat eigenrijen tevens

eigenkolommen zijn (en omgekeerd), terwijl

(8.20) Xy X, =0 (i#3). (dus Xy en X orthogonaal).

Bovendien geldt, dat bij een reele symmetrische matrix de eigen-
waarden ook reeel zijn, want als A een niet-reele eigenwaarde is,
is ook de toegevoegd complexe waarde » een eigenwaarde, die dus
verschilt van & . Uit (8.20) volgt dan dat het scalaire product
van de corresponderende eigenvectoren Xy en Ei (Ei is toegev,
complex van xi) gelijk is aan O, Doch dan moet O gelijk zijn aan

de som van de kwadraten van de reele en de imaginaire gedeelten

1

van de kentallen van X.. Xy is dan noodzakelijk een nulvector,
in strijd met de definitie van eigenvector,
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7

1

Zij nu Y= yg de (n,n)-matrix met rijen gelijk aan de n elgen-
oo oo rijen yg van A (wel of niet-symmetrisch) met
yg verschillende eigenwaarden, en X=(x1 Xy ‘°’Xn)

- oo —

(8.21) Y A =

Stel nu, dat voor zekere i1 zou gelden xgyi=0, dan is van deze
aanname, in verband met (8.19) het gevolg, dat de vergelijking
XTu=O een oplossing u=y, ongelijk de nulvector moet bezitten, dus
dat X singulier is. Volgens stelling 8.1 evenwel zijn wegens

Ai% Aj voor i#j, de n elgenvectoren x; lineair onafhankelil jk,
zodat (volgens stelling 7.13) X niet-singulier 1s. Uit deze tegen-
spraak volgt dus XE yi%O, Normeer nu x; en y; zo, dat

(8.22) ngi =1 , voor i=1,2,...,n,

dan geldt dus volgens (8.19), (8.21) en (8.22):

A
1

(8.23) Y AX = 5 C) = A . (diagonaalmatrix).
0 ",

n

Dit resultaat is in overeenstemming met stelling 8.5, omdat volgens
(8.19) en (8.22) Y en X na normering, elkaars inverse zijn.
We hebben dus de volgende stelling afgeleid:

Stelling 8.7 Zij A een vierkante matrix met verschillende eigen-

waarden. De vierkante matrix X met kolommen geliljk
aan eigenkolommen van A, heeft een inverse Y, waarvan

de rijen eigenrijen zijn van A,

] . . :
De 1~ kolom X, van X is gelijk aan een eigenkolom van
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A, die correspondeert met een eigenwaarde Ai van
A, waarbij een eigenrij behoort die gelijk 1is aan

de 1€ rijvector yg van Y,

Opm, Heeft A de eigenschap, dat bij elke eigenvector het bijbe-
horende aantal lineair onafh, eigenvectoren gelijk is aan
de multipliciteit van de eigenwaarde, dan geldt de stelling
eveneens (zie vb., 3, blz.202),

Als A reeel en symmetrisch is, en dus, zoals op blz.196 reeds
opgemerkt, eigenkolommen tevens eigenrijen zijn, geldt na geschik-
te normering: Y=X”1=XT, X is dan dus een orthogonale matrix

(zie blz.73, 75). Er bestaat dus bij een reeel symmetrische matrix
A (zoals we later zullen zien, ook indien A meervoudige eigenwaar-
den heeft) altijd een orthogonale matrix P, die A transformeert

in een diagonaalmatrix, dus wegens (8.23) anAP==ﬁ\(vergelijk

syll. Num.Wiskunde TI, blz.CR 39, formule 7.8.10),0f PTAP=A, P
. orthogonaal;

Zoals bij stelling 8.6 werd opgemerkt is niet elkematrix equiva-
lent met een diagonaalmatrix. Wel echter geldt, dat er steeds
equivalentie is met een driehoeksmatrix (blz.71):

Stelling 8.8 Zij A een vierkante matrix van de n® orde met eigen-

waarden Ags Apseees Ape Er bestaat een niet-singu-

liere matrix P met de eigenschap

* bao P
(8.24) p"ap = o Ay ... by, |(=driehoeksmatrix met
eigenwaarden van A oOp
0 TN de hoofddiagonaal).

Bewljs: Laat X, een eigenvector van A zijn, die correspondeert met

de eigenwaarde a, van A, en X een niet-singuliere matrix,

/‘
waarvan xq de eerste kolomvector is. De eerste kolomvector

van AX is dus Ax1='x X_.: die van X—qAX is derhalve gelijk

11
aan X—q 11 X4 welke ook de eerste kolomvector is van
b A, B
- 1 -
x1 A.X, dus:[ g |. Nu geldt dus X Tx=f 1 T,
o O A
s 1
0
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In deze laatste matrix is a, een element, Bq een
(1,n-1)-matrix, O een (n-1,1)-nulmatrix en A, een
(n-1,n-1)-matrix, Taar volgens stelling 8.3 x"AX en A
dezelfde eigenwaarden hebben en ‘X_qAX—AIl=(A1—%){A1— AI‘,
geldt, dat Ag, 13,.0,, Ay de elgenwaarden van A1 zljn,

De stelling is dus bewezen voor n=2, Het algemene bewijs
voor n > 2 zullen we nu leveren volgens het principe van
volledige inductie, waarbij we dus aannemen, dat de stel-
ling bewezen 1s voor een vierkante matrix A van de (n—ﬂ)e
orde, Voor de matrix Aq, die juist van dit type 1s, kunnen
we nu aannemen, dat er een niet-singuliere matrix Q be-
staat met de eigenschap, dat Q),~/I A", de driehoeksvorm

heeft met Ag, 23,,,,, [N als diagonaalelementen, dus:
b b
- 2 23 *°° T2n
Q" a = 3 . Als nu k= () 9
1 Ay ... D o @
3 3n
O O ¢ & 0 O?\n
-1 . 17 O . . .
(R ' is dan (O Q—ﬂ)), waarin O nulmatrices voorstellen,
dan geldt:
-1 - 10 B4 1 0
o)™ acm) =R xR (0 - (3D (§ 9 =
A
A, BQ 1 P e By
1 = 0 a b
0 Q~1A1Q 2 2n
0 O ee .0 Ay

Hiermede 1s de stelling bewezen, want indien we stellen P=XR,
geeft vergelijking van het eerste 1id en het laatste 1id julst de
te bewijzen vergelijking (3.24),

Opm. Omdat kan worden aangetoond, dat ledere vierkante matrix
equivalent is met zijn getransponeerde (zie opgave blz.192), geldt
eveneens, cat elke vierkante matrix equivalent is met een matrix,
die de driehoeksvorm heeft met nullen boven in plaats van onder

de hoofdfiiagonaal, zoals in het rechterlid van (8.24) het geval

was.
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Uit vergelijking (8.24) volgt:

A/‘-A b/‘g e o 6 b/h’],
(8.25) P Tap-aT =[ O PymA ... by .
0 0 cee 02 -2

Daar P—q(A—AI)P=P—qAP—AI, heeft de matrix in het rechterlid van

(8.25) volgens stelling 7.15 dezelfde rang als A-al en wel voor
iedere waarde van ». Is nu %1 een s-voudige elgenwaarde van A,
of zoals men wel zegt een eigenwaarde met multipliciteit s
(d.w.z. dat 21 een s-voudige wortel is van de karakteristieke
vergeli jking }A~AI[=O, of ook, (%—)ﬂ) een juist s maal optredende
lineaire factor in de factorontbinding van de karakteristieke
veelterm IA—RI{; als s=1, dan 1is Aq enkelvoudig, anders meervou-
dig (2,3,...,n-voudig)), dan komen in de diagonaal van de matrix
in het rechterlid van (8.25) juist 8 elementen a,-2 voor, omdat
volgens stelling 8.3 de determinant (Aq—?Q(kg—R)a.,(An—h) van de
matrix in het rechterlid van (8.25) overeenkomt met de karakteris-
tieke veelterm van A. Onder Xg, XB,,,,, Ay zljn dus Jjulist s-1
elementen, die gelijk zijn aan A4 Substitutie van &= )ﬁ in

het rechterlid van (8.25) geeft dus een matrix van rang 2 n-s,
De rang van A~%1I is dus ook 2n-8. Dit betekent, dat alle eigen-
vectoren, die corresponderen met de eigenwaarde “1’ tezamen met
de nulvector, een vectorruimte vormen van dimensie p met 1< p ¢£s,

Dit is de zgn eigenruimte (eigenkolomruimte), behorende bij de

elgenwaarde ng blj elke eigenwaarde xi behoort zo een eigen-

ruimte, Hieruit volgt in het bijzonder, dat bij een enkelvoudige

eigenwaarde van een matrix Jjulst een 1-dimensionale eigenruimte

behoort. (vgl. blz.196)

Het kan inderdaad voorkomen, dat bij een s~-voudige elgenwaarde

van een matrix A een eigenruimte behoort met een dimensie <s(s > 1).
Men noemt dan de matrix defect. Dit wil dus zeggen, dat niet bi]j
alle eigenwaarden van de matrix eigenruimten behoren van een dimen-
sie, die gelijk is aan de multipliciteit der betreffende eigen-
waarde, (de dimensle is altijd hoogstens gelijk aan de multiplici~-
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teit volgens het voorgaande) In verband met stelling 8.1 geldt,
dat een n-matrix dan en slechts dan defect is, als het maximale
aantal lineair onafhankelijke eigenvectoren kleiner dan n is, of
op grond van stelling 8.5 als er geen equivalentie bestaat met
een diagonaalmatrix?)Zoals we op blz. 198 hebben gezien, zijn
reele symmetrische matrices altijd door een orthogonale matrix
in een diagonaalmatrix te transformeren, zodat deze matrices dus
nooit defect zijn, Bij een s-voudige eigenwaarde van een reele
symmetrische matrix behoort dus Julst altijd een s-dimensionale
eigenruimte .,

0

1
19kl=0° Hieruit volgt A= x2=1, Bij deze 2-voudige

Vb, 1) De matrix A=(1 ) heeft de karakteristieke vergelijking
|
1
eigenwaarde 1 behoren slechts de eigenvectoren (0,t), dus
een 1-dimensionale elgenruimte, De matrix A 1s dus defect

en daarom niet equlvalent met een diagonaalmatrix,

Opgave: Bewljs, dat van de matrix

i O O
_ 1 ] _ C s _
A = :§§>\ s aij—O voor Js1i, ai’i_1—1 s
10

alle eigenwaarden gelijk zijn aan 0O, doch de hierbij behorende

eigenruimte slechts 1-dimensionaal is.

1 4 6
Vb. 2) De matrix A=( 17 1 —3)]3eeft de karakteristieke vergelij-
-1 2 6,

1-A 4 6
,, 1"?\ "3
- 2 6-x

Hieruit volgt (a-3)%(a-2)=0, dus A= Ay=3, Ag=2.

king =0.

Bij de 2-voudige eigenwaarde 3 vinden we de eigenvectoren
uit de vergelijking —2x1+4x2+6x3=0. Bij deze 2-voudige
eigenwaarde behoort dus wel een 2-dimensionale eigenruimte
(opgespannen door bijv. de eigenvectoren (2,1,0) en (3,0,1)).
Aﬁis dus niet defect en daarom wel eguivalent met een

diagonaalmatrix.

1) Zo definieert men ook wel een defecte matrix.
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Vb. 3) Bepaal een matrix S, die A uilt vb.2) overvoert 1n een
diagonaalmatrix,
Volgens stelling 8.5 voldoet voor S de matrix met kolommen
gelijk aan eigenvectoren van A. Volgens vb.2) behoren bij
A=3 elgenvectoren (%) en (%) ., Bij =2 behgorg zoals

eenvoudig is na te gaan, een eigenvector ( ’i) .

2 3 -2 -
Dus S={ 1 O 1} .Hieruit volgt
o 1 -1

4 [ 1 -1 -3
s = (—4 2 4).
-1 2 3

A 0 0 3 0 0
Nu moet gelden S~ 'AS=A=( O A, O J={0 3 O .
0 0 )3 0O 0 2

Opgave: Controleer dit,

Vb, 4) Onderzoek of de matrix A= (g —% —g) wel of niet defect
o -1 4 is.
Volgens stelling 8.5 is A dan en slechts dan equivalent
met een diagonaalmatrix (dus niet-defect) als A 3 lineaire
onafhankeli jke eigenvectoren bezit. De eigenwaarden van A
volgen uit de karakteristieke vergelijking:

1-a 2 -l 5
0O -1-2 6 |=0 of (A-1)"(n-2)=0; A= 2,=1; A,=2,
o -1 b4-2j

De eigenvectoren, die bij de eigenwaarde 1 behoren zijn
alle van het type (t,0,0) en vormen dus een “1-dimensionale
eigenruimte, A is dus niet equivalent met een diagonaal-

matrix en dus defect,

Vb, 5) Volgens stelling 8.8 bestaat er een matrix P, zddat
P_qAP de driehoeksvorm heeft. Bepaal een matrix P, die A

uit vb. 4) transformeert in een driehoeksmatrix.

Indien we voor P nemen een matrix, waarvan de eerste kolom

de eigenvector (1,0,0) van A is:

1 by, by
P= | 0 by, b23 en wel zd4, dat (b22,b32) een eigenvector
b b
O P3p P33
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is van de deelmatrix (:q i) van A, dan is P” AP een

driehoeksmatrix (zie bewijs van stelling 8.8%.

\ s -1
(bgg,b32)=(2,1) is een eigenvector van (_1 4) . Voor P
kunnen we dus bijv. nemen:

1 b b

12 13
o 2 b23 , b's willekeurig, doch zd4, dat P niet-
0 1 b33 singulier is.

Als we bijv. nemen b12=b13=b23=0, b33=1, dan geldt inder-
daad dat

100V /1 24\ /100 1 00\/1 2 -4\/100
" Tap={ 0 o) 0-1 6llo20)={0 2olo-1 6{02o0k
01 1 0-1 4/\0 11 0o -3 1/\o -1 u/\lo 1
1 2 -4\ /1 0 O 10 -4
=/ 0-%2 31/0 2 0}|=]0 2 3 ] de driehoeksvorm
0-3 1/lo 1 1 (C) 0 1) heeft.

Van een symmetrische matrix A met drie rijen 1s het volgen-

de gegeven:

a) 0,1 en -1 zijn eigenwaarden van A;

b) de vectoren (2,0,-1) en (0,1,0) zijn eigenvectoren van
A, behorende bij respectievelijk de elgenwaarden 1 en
_.’]o

Bepaal A. (examen lineaire algebra, september 1962),.

Volgens blzéﬂgg b%staat er een orthogonale matrix P met

p lap=n=(0 1 0 ).

O 0 -1
Dus A=P/\P—1. De kolommen van P zijn drie op lengte 1 ge-
normeerde eigenkolommen van A, resp. behorende bij de

eigenwaarden 0,1 en -1, z%? (2,0,-1) behoort bij a=1,

(0,1,0) bij 2= -1,
Bij A =0 behoort een eigenvector, die orthogonaal is met

de bij 1 en -1 behorende eigenvectoren; deze vector is dus

van de gedaante Aa(1,0,2), genormeerd i;f (1,0,2).

Aangezien P~1=PT, want P orthogonaal, geldt dus:

£

1.




1 2 1 2
—— e 0 0 0 0% = 0
; V5 VS \, \g5 ?‘15
A=PAP =] O 0 1 0O 1 0 == 0 -== |=
5 ; ) V5 V5
—_— - —= O 0 0 -1 0 1 0
V5 V5 /
2 1 2 4 2
0 1 0 — 0 e - 0 - =
V5 V5 V5 5 5
2 1
0 0 -1 —_— 0 - o -1 0 o
V5 V5
A -2 2
0 7E 0 O 1 0 T 0 5
Opgaven 2 a2z
I 7
1) Bepaal alle eigenvectoren van de matrix A= wo 23 | °
T T

alsmede een matrix S, die A door middel van de eguivalentie-
transformatie S_qAS overvoert in een diagonaalmatrix. Wat

zijn van deze laatste matrix de diagonaalelementen?

2) Een matrix (# nulmatrix) heet nilpotent, als er een zeker

natuurli jk getal m bestaat, waarvoor AM=0,

a) Toon aan, dat een driehoeksmatrix (# nulmatrix), waarvan
alle diagonaalelementen O zijn, nilpotent is.

b) Toon aan, dat een matrix (# nulmatrix) dan en slechts dan
nilpotent is, als al zijn eigenwaarden gelijk zijn aan O
(door bijv. gebruik te maken van stelling 8.8).

¢) Bewijs, dat een nilpotente matrix niet equivalent kan zijn

met een diagonaalmatrix.

3) Reduceer de matrix

1 o o0 -5
o -1 O 6
0] o 2 O
0] o O 2

tot de diagonaalvorm,

&
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Bewijs dat met de orthogonale symmetrische matrix

T -4 _4
9 9 9 129 60 24
P={ - g~ % - % , de symmetrische matrix A=| 60 210 -24
S R ol -24 47
9 9 9

te reduceren is tot de diagonaalvorm. Wat zijn de eigenwaarden
en eigenvectoren van A? Toon aan, dat A 3 onderling orthogo-

nale eigenvectoren bezit,

Bewijs, dat van de niet-defecte matrices alleen de nulmatrix
de matrix is met alle eigenwaarden gelljk aan O,
(Als de matrix defect is, dan lkunnen alle eigenwaarden O zijn,

zonder dat de matrix een nulmatrix is, bijv. bij (3 8>blz,201),

Bewijs dat een n-matrix volledig bepaald is door zi;n eigen-
waarden en n lineair onafhankelijke eigenvectoren,,/I

Bepaal voor de volgende 5 gevallen a)- e) de matrix, waarvan
de vectoren (6.3,2), (6,4,3), (20,15,12) eigenvectoren zijn
behorende bij de eigenwaarden:

a) resp. 1,2 en 3;

b) resp. 2,1 en 3;

¢) resp. -1,0 en 1;

d) 1 (drievoudig):

e) resp. 1 (tweevoudig) en 2.

. N e
Bewijs, dat als A cen matrix is van de n~ orde en I de een-

=)
heidsmatrix van de n- orde, de karakteristieke wortels van de

2n-matrix: /0 I
51 o)

gelijk zijn aan + Ya,,...,xV2a , als 2,..., A, de karakte-

ristieke wortels zijn van A.

Bewijs dat een symmetrische matrix A dan en slechts dan een
symmetrische "vierkantswortel" W bezit (d.w.z. dat WxW=A),

als A positieve eigenwaarden heeft (zgn. positief definiet is).
]

Bepaal van de symmetrische matrix

1) Waarom behoefde in vb.6) blz,203 slechts 2 lin.onafh.vectoren te
worden gegeven?
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641 -16 172
A = -16 137 -116
172 =116 356

4 essentieel verschillende symmetrische vierkantswortels W
(dwz. wortels waarvan er niet een tegengesteld is aan een

andere),

Vb: 2, essentieel verschillende, symmetrische wortels van

(772 504) z1jn 674 168 en - 478 504

504 2353 5 5 T 95 25
168 1201 504 1103
25 25 25 25

controleer dit.

Bij defecte matrices is, zoals we gezlen hebben, volledige diago-
nalisatie onmogelijk. Wel echter kan, volgens stelling 8.8 iedere
vierkante matrix in de driehoeksvorm worden getransformeerd.
Eveneens kan worden aangetoond, (het bewijs zullen we niet geven),
dat iedere vierkante matrix A door middel van een equivalentie-
transformatie getransformeerd kan worden in een zgn. "canonische"
matrix, d.i. een matrix met de volgende eigenschappen:

1. alle elementen onder de hoofddiagonaal zijn O;

2. de diagonaalelementen zijn de eigenwaarden van A;

3, alle elementen buiten de hoofddiagonaal zijn O, uitgezonderd
eventueel die elementen, die direct grenzen aan twee gelijke
diagonaalelementen;

4, deze laatste elementen (die dus direct grenzen aan twee gelijke
diagonaalelementen) zijn 0 of 1.

Fen matrix, die deze vier eigenschappen heeft, heet een Jordan-
canonische matrix, behorende bij A. Iedere matrix A is dus equiva-

lent met een matrix J van de driehoeksvorm:
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de zgn. Jordan-canonische (of klassieke) vorm van A (0 in J zijn

nulmatrices).
Elk "kastje" F; in J is een vierkante matrix met diagonaalelemen-
ten liggende op de hoofddiagonaal van J; het heeft de vorm:

A
5 1 O ... O

o XA 1 ... 0 4
5 Aas Anscoeos A zijn de eigenwaarden
1 ’ 1 2 r van A,

0o © 86 000006 80800 0 C

o) 0 esa O Ai

In rij Aq, Ags
voor. Gelijke eigenwaarden kunnen in de rij minder vaak voorkomen
dan de bijbehorende multipliciteit bedraagt. Een Fi van de 46 orde
bestaat alleen uit het element Ai’ De Jordan-canonische vorm heeft
slechts dan de diagonaalvorm als alle optredende matrices Fi van

de 1° orde zijn. We illustreren het bovenstaande aan een matrix

N xr komen alle eigenwaarden een of meer malen

e
van de 57 orde, waarvoor A= A,= 33 en A= %5, doch %4# Ry .
De Jordan-canonische vorm is van het type

Aoy 0 0 0

0 24 %5 O 0
0 0 Aq 0 0
0 0 0 24 ﬂj )
0 0 0 0 }4

Er doen zich de volgerde 5 gevallen voor:

1. X = & =0 3 bi]j 24 behoort ecen 3-dimensionale eigenruimte;

2
2. u1=1, %5=0 of mq:O, m2=1: bij 24 behoort een 2-dimensionale
eigenruimbte:
Je Om v =te Mg 7 b ™ 7 Tmenedonale eigenruimte;
4, m3=0: bij =2, kehoort een 2-dimensionale eigenruimte:
5. m3=1: bij 34 behoort een 1-dimensionale eigenruimte.

Voor bijv. u1=1, u2=0, =1 1is

3
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~ ey R
@7 10 0 0
; d o= O = O 0 A/} . O_ 0O - R
J'FB ;0.0 O x4 1
9 O‘- o 10 Ay
C e {24 1 R4 1
De drie kastges F,,F, en F, zijn dan resp.: (aa)s
1 % 1

De bij eeh matrix behorende Jordan-canonische vorm J is bepaald op
de volgorde der kastjes Fq,Fg,.,.,F door de hoofddiagonaal van

J new e e

Ook geldt dat twee matrlces dan en slechts dan equivalent zijn
als ze dezelfde canonlsche vorm hebben (afge21en van de volgorde
der matrlces F 5 de canonlsche vorm van een matrlx A die. te d1a~
gonaliseren 15, 1s dus van de dlagonaalvorm met dlagonaalelementen
de elgenwaarden van A in w1llekeur1ge volgorde)

Het berJS van al deze elgenschappen laten we achterwege.

Ook op de reductie van matrices. tot andere-standaardvormen zal
hier niet nader worden ingegaan. =

5. De stelling van Caylényamilton met enkele toepassingen

m m="1 c o s .
Als f(x)zaox +a 4% +t...+a  een veelterm is in-x en A een vierkan-

te matrix, defini&ren we £(A) als

m--1
4A

(Toelichting: Als n een positief geheel getal is en A een vier-

m
f(A):aOA +a +ooota T,

kante matrix, dan wordt het symbool An, evenals in het geval, dat
we met getallen te maken hebben, gebruikt om het product AA...A
van n factoren A uit te drukken. Als A niet-singulier is, geldt
(A )~ —(A )n, Aan de hand hiervan kunnen we negatieve en nul-
maohten van een niet- S1ngu11ere matrix A definié&ren en wel door
-1\n
oA™Y en A°-1.
Voor iedere niet-singuliere matrix A en gehele getallen m en n

geldt dus A™.A%=A™T en (a )n mn)of&”?“"f““ff‘”
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Nu gelden de volgende stellingen:

Stelling 8.9. Als: Ags Apseews X de eigenwaarden zijn van een

—matrlx A en f(x) een veelterm, dan 21gn de elgenwaarden van
f(A) Julst f(z4), f(x ),.0.,f(x )

Bewijs: Laat de n-matrices B en C de driehoeksvorm hébben met ‘de
nulelementen -onder de hoofddiagpnaal,LLaat'vérderJde diagoriaal-

n° Dan geldt,

dat BC en B+C eveneens de driehoeksvorm hebben, ook met nulelemen-

elementen resp. 21Jn° 1, ,a,.,bn €N C45Cnsee0sC

ten onder de hoofddlagonaal en wel met resp. de dlagonaalelemen—

ten chq,bgcg,,b sh_c en b +cq,b +¢ ,,,,,b +c (hetzelfde geldt

n'n’.

als we ‘onder" door “boven" vervangen?
Als nu P een niet=singuliere matrix-is met'PhqAP'de;d%iehéekévorm
(steeds mogelijk om zo'n P te vinden volgens stelling 8:8), dan
heeft f(P—qAP) eveneens. de driehoeksvorm,'en wel, daar PquP de
e;genwaarden 31, 22,,.,, A van A in de hoofddlagonaal heeft,
metwdiagonaalelementen f(aq){f(kg)so.,,f(xn). Daar (P AP) _P =1pTp
voor ieder getal m320 , geldt f’(P—qAP)zP,—/lf(A)P° Door de matrix
P wordt dus f(A) door middel van een equivalentie-transformatie
getransformeerd in een matrix, die de driehééksvbrm heeft met
diagoriaalelementen f(hq),f(ag),,.,,f(xn),'DeZE'diagonéaléleMéhten
moeten dan volgens stelling 8.4 de eigenwaarden van f£(A) zijn,

zoals te bewijzen was.

Stelling 8.10. Als A een n-matrix is, die,equifalent is met een
diagonasalmatrix en f(x) de karakteristieke veelterm van A, dan
geldt dat £{A)=0 (nulmatrix).

Bewijs: Laat /\=P'1APveen diagonaalvorm van A zijn. De elementen
in de hoofddiagonaal vank/\ zijn dé eigenwaarden S s Apseses A
van A. Nu geldt, evenals in het bewijs van de»vorlge stelling,
dat P~ f(A)P_f(P 4AP) f(/\) ‘ e

£(/\) is een dlagonaalmatrlx met als dlagonaalelementen de eigen-
waarden van f(A), dus volgens stelling 8.9: £, ), f(Az),,. f(}n)
Doch daar Ass Apsoess de eigenwaarden van A zijn geldf:
f(x,])=f“‘(>\2)=,,,=f(>\n)=o en dus £(A)=0. Daar £(A)=Pr(A)P"" is

f(A)=0, zoals te bewijzen was.
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We illustreren deze stelling aan het volgende voorbeeld:

Voorbeeld: Neem voor A de matrix (3 ;). Zoals reeds opgemerkt, 1is
elke reéle symmetrische matrix door een equivalentie~transformatie
in de diagonaalvorm te brengen (P~1AP met Pz(-g 1) heeft de
diagonaalvorm (g g)),

f(x)= lZ%X 23x = x2-4x+3° Nu geldt inderdaad A2—4A+31=09 want

212 @ D D-G H-C H+C 9-C 9.

Stelling 8.10 is een bijzonder geval van de stelling van Cayley-
Hamilton, welke zegt, dat als A een willekeurige vierkante matrix

is met karakteristieke veelterm f(x), geldt f(A)=0 of: iedere
vierkante matrix_voldoet aan zijn eigen karakteristieke vergelij-

king.

Het bewijs van deze algemene stelling zullen we achterwege laten.
De stelling van Cayley-Hamilton geldt dus ook voor matrices die
niet equivalent zijn met een diagonaalmatrix (defecte matrices).

1 2 -4
Dit toetsen we aan de defecte matrix ( 0 -1 6)‘van voorbeeld 4)blz.
‘ 0o -1 4

202. De karakteristieke veelterm is (x—ﬂ)g(x—2)=0. Inderdaad geldt,
dat

4 2 -k 10 0\)° (/1 2 -b 200 0 2 -4 \2 /4 2 -4
0-1 6l-{010 0-1 6)-lo20 }: 0 -2 6 0-% 6
0 -1 & 0 0 1 0 -1 & 00 2 0 -1 % 0 -1 2
‘0 00\ [-1 2 -4 000
_{o-26l{o0o-3 6l={0o00] .
0-13%/ \o-1 2 00 0

Opmerling. De stelling van Cayley-Hamilton stelt ons in staat elke

gehele macht van een n-matrix A, en dus ook elke veelterm van A,
2 n-1

lineair uit te "~u¥ken in I.A,A ,... A . In het gegeven voorbeeld
bovenasn geldt bijv. voor de tweede en derde macht van A:
2

AT = LA - 3I, en dus

A2 = 4A®- A = B(LA-3T)-3A=13A-12I, enz.

Uit A%=4A—31 volgt tevens A—4I+3A_1=O (A heeft een inverse), het-
geen ons in staat stelt ook de negatieve gehele machten van A te
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schrijven als een lineaire combinatie van A en I.

Voorbeeld: Bereken langs deze weg de inverse van

12 3
A ==(4 151} .
62 3

Oplossing: De karakteristieke veelterm van A is

1-x 2 ),
4L 1-x 5
6 2 3-x

- —x5+5x2+29x+35, zodat volgens de stelling van Cayley-Hamilton
geldt: -AJ+BAC4+20A+351=0 en dus als A™ | bestaat:

PP 4 (27 10 22) [-5 -10 -15
A7l S (A®-5A-29T)===1[38 19 32 |+[-20 -5 -25 )+
25 S\32 20 37/ \-30 -10 -15

29 0 0 A [T o 7 -1/5 0 1/5
+ 0 -29 0 = 35 8 -15 7 )= {18/35 -3/7 /5
0 0 -29 2 10 -7 2/35 2/1 -1/5

e

Controleer de juistheid van het resultaat.
Opmerking. Is A een niet-singuliere n-matrix, die door een equiva-
lentie~-transformatie in de diagonaalvorm te brengen is, dan kunnen

Tap= A (diagonaalmatrix).
1

we A7 bijv. ook berekenen uit P~
Hieruit volgt namelijk 2 op AT
matrix met als kolomvectoren lineair onafhankelijke eigenvectoren

. P is volgens stelling 8.5 een

van A. (P"/I bestaat uit n lineair onafhankelijke elgenrijen van A,
zie bijv. stelling 8‘,7)‘,/\"/l is een diagonaalmatrix met diagonaal-
elementen %L . In het algemeen zal het bepalen van de matrices

P en P\ mifistens zoveel werk geven als het bepalen van Il langs
directe weg. Dit laatste geldt in het algemeen ook voor de bepaling
van A"/l uit positieve gehele machten van A, zoals boven uiteengezet.
Met name in hct voorbceld bovenaan bracht de berllkening van dc
kercktoeristicke veclterm on A2 relaticf vrij vaecl rcekenwerk moet
zich mce. Opmerking bij doe berckening van de inversce van cven matrix

A mct behulp van doe stelling van Caley-Hamiltons

Noodzakelijk hiervoor is het kennen van de co&fficiénten wan de
karakte%istieke veelterm van A.
Stel de karakteristieke vergelijking van de n-matrix A voor door:

JA- AT |=0 of f(x):kn+a1zn—1+,,,+an*4z~+an=0, Dan is volgens de
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n-1

stelling van Cayley-Hamilton: An+a1A +...44

n_1A+anI=O°

Daar van A ondersteld wordt, dat il bestaat, geldt a_#0, en omdat
n n
[Al =(-1) a,:

I =~ 1 [An+a AR +oootay

o .
3 A +an_1A1 s zodat

1) A'1= 4 An"1+a An_2+.g.+a A+a I}{ , waaruit A‘q berekend
a n-2 n--1

kan worden.
Definieer nu als het spoor van A de som van de elementen in de

hoofddiagonaal van A: Sp(A)=341+a22+°‘°+ann (zie opgave 21, blz.80).
Definieer verder de getallen 51’52’°°°’Sn als volgt:

2 n
(2) 51=Sp(A):SQ=Sp(A )9°~°SSP=SP(AT>3°°°3SH=SP(A )°

e

Sr is dus het spoor van de r  macht van A.

Aangetoond kan worden dat de volgende recursieformules gelden:

raq = =81
a, = —2»(a S,+5,)
2 - 2 171 72
/l
(3) < a5 = -3 (a23,1+a,]sg+s3

1
-= (an_qsq+an_282+,g,+aqsn_1+sn).

i

De berekening van a? verloopt dan als volgt:

a) Bereken de n-1 machten A,Ag,,g,,An—q van Aj;

b) Bereken alleen de diagonaalelementen van An;

¢c) Bereken de n getallen S4s855000,5  gedefinieerd in (2);

d) Substitueer deze waarden van s, in (3) en bereken achtereen-
volgens de co&fficiBnten aq,ag,o,.,an;

e) Bereken A” " met behulp van (1).

Voorbeeld. Bereken A~1 met behulp van bovengenoemde regel, als

15 11 6 -9 -15

1 > 9 -3 -8
A= 7 6 6 -3 11 .
7 T 5 -3 -1 1
. 17 12 5 =10 -16

Oplossing: Uit A,AgijsA4 en de diagonaalelementen van A5 Volgt
met behulp van (2):




WR-A 21%

met behulp van (2):

$4=5, 52=~41, 53=-217, s4=—47, s.=3185,

5
Substitutie in (3) geeft:

a,]::-S, 8,2::35, 332—54, a)+=135, a5=225°
Voor de karakteristieke vergelijking van A vinden we dan:

f(a)= 35n5 14+33)?—51 A2+135 A+225=0,

Uit (1) volgt dan tenslotte voor A™ :

-207 64 -124 111 74
-215 30 195 -180 270
= - 3pgl ~315 30 - 30 k5 270 | .
-225 75 - 75 0 225
414 53 52 - 3 342

Opmerking. Het linkerlid van de karakteristieke vergelijking van A
. . . 2
is te ontbinden in (a +1)(a ~3'A+45)2, zodat de eigenwaarden van A

zijn z1=—1; A2’3= g + %i V 51 (tweevoudig) en 14’5= %- %i V' 51

(tweevoudig).

Naast de in deze en vorige paragrafen geschetste methoden voor

het bepalen van de inverse van een matrix, zij hier nog een methode
genoemd, waarbij dc¢ inversc van cen matrix itoeratiof wordt bepaald,
(zie blz.130 onderaan),

Deze methode is bijv. gebaseerd zijn op het iteratieproces:

-1

X 4=x_ (2-ax_), met (onder zekere voorwaarden) lim Xx_= a
n+1 " "n n Tl OO

(vgl. syllabus N.W., I, p.54),
Als aan zekere voorwaarden is voldaan, kan worden aangetoond, dat
een analoge iteratie:

n+1
waarin Xn’Xn+1 en A vierkante matrices zijn en I een eenheidsmatrix,
alle van dezelfde orde, zal leiden tot A~ ( 1im X =A—1), als A

n-sc 11 1
niet—singulier is ondersteld,

De convergentie-snelheid hangt van de beginbenadering Xo af en van

de preciese vorm van A. Veelal start men met Xo=I°
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Opgave: Gegeven is de matrix A= (? ;). Gevraagd de eigenwaarden
en corregponderende eigenvectoren van de matrix
B=n2-3a 1081,

Bepaal ook AﬂOO ‘

6. Retle symmetrische matrices

In de elgenwaardetheorie van matrices spelen, zoals we reeds ge-
zien hebben, de reele symmetrische matrices een bijzondere rol.
Voor deze klasse van matrices gelden enkele belangrijke eigen~
schappen, die niet algemeen voor asymmetrische matrices geldig
zijn, bijv. de mogelijkheid tot volledige diagonalisatie, het
regel zijn van de eigenwaarden, enz.

Alvorens de belangrijkste stellingen over de regle symmetrische
matrices weer te geven, geven we eerst een overzicht van enkele
fundamentele eigenschappen en begrippen' De matrices waarover we
spreken, zullen we in dit gedeelte steeds regel veronderstellen,
evenals de getallen (scalalren), tenzij expliciet anders wordt
vermeld,

T

a) Een matrix is symmetrisch als geldt A =A.

b) Als A symmetrisch is, is A_q, z0 deze bestaat, eveneens

symmetrisch, (A-1=(AT)—1=(A—1)T)'

¢) Het product AB van twee symmetrische matrices A en B is dan

en slechts dan symmetrisch als AB=BA,(AB= -aTpT= (BA)T=(AB)T).

d) Iedere positieve (en in het niet-singuliere geval, ook iedere
negatieve) gehele macht van een symmetrische matrix, is even-

eens symmetrisch, (gevolg van b) en c)).

e) Te eigenwaarden zijn regel, (zie blz,196, Ax= AX— FLAX= AT x

(X en x zijn toegevoegd complex); ook geldt AX=7 X, dus
iTAfVRET — R ax= axTx, zodat (a- aJx x=0, Daar x#0 en dus

x X%O geldt dus a-a=0-—a=%, dus A =redel).
"Metrische" eigenschappen en begrlppen van vectoren (kentallen

t.o,v. Cartesisch cotrdinatenstelsel):

f) inwendig product (x ,y)van tgee vectoren x—(xq,,.,,x ) en
V=T g0 es¥,) (x,7)=x"y=y x =X ¥ 4t o X T

w
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g) lengte Jx|| van de vector x=(x1,.,¢,xn):

hxb =(xTx)2=(xG D)2,

1 b4 = X b
h) hoek ¢ tussen twee vectoren x en y: ¢ =arccos T r. 17l

x1y1+.a.+xnyn

= arccos

2 2\ ;.2 2\ °
(xqteeotx )2 (v 4y])
i) orthogonaliteit: twee vectoren x en y onderling orthogonaal

T o .
(loodrecht) als (x,y)=x V=XV 4t 2y =0, (=90 in h).)

j) Onderling orthogonale vectoren (%8) zijn lineair onafhankelijk,
(Bewijs dit!),

k) Iedere vectorruimte V van dimensie r» O bezit r, doch niet
meer dan r onderling orthogonale vectoren %8; in iedere
vectorruimte Rn is dus een (lin.onafh,) stelsel van n vectoren
te kiezen (een lin,onafh.basis), bestaande uit n onderling

orthogonale vectoren. We kunnen zelfs vormen een

1) Genormeerd orthogonaal stelsel in R dat is een stelsel van

_____________________________ n’
n vectoren in Rn, bestaande ult n onderling orthogonale een-
heidsvectoren (lengte 1). (de constructie hiervan uit een

willekeurige basis kan bijv. geschieden door middel van het

Gram-Schmidt orthogonalisatieproces (zie blz.216,)

m) Als €415€55.0.,€, 8(71¢s<r) onderling orthogonale eenheids-

]
vectoren zijn in een vectorruimte V van dimensie r, dan bestaan

r r- hei e coe i 5
er r-s eenheidsvectoren es+1, S4D7 s€, in V z6, dat de r

vectoren e . .58, een genormeerde orthogonaalbasis (of een

1°°
zgn. Cartesisch cotrdinatenstelsel) bepalen voor V, (af te

leiden uit de uitwisselingsstelling van Steinitz, blz.47).

n) Als de n rijen een vierkante matrix P van de orde n een genor-

meerd orthogonaal stelsel vormen in een R dan geldt volgens

g), 1) en 1): Ppl=p p=1 (eenheidsmatrix).

De n kolomvectoren van P vormen dan eveneens een genormeerd

nﬂ

orthogonaalstelsel in R, (vgl.opgave 9, blz.78). Een matrix P

met.PP =1 heet een orthogonale matrix, (P =P ).
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0) De inverse (= de getransponeerde volgens n)) van een orthogo-
nale matrix, is wederom orthogonaal. Het product van twee
(of meer) orthogonale matrices is orthogonaal. De determinant
van een orthogonale matrix is in volstrekte waarde gelijk aan
1. Bewijs deze eigenschappen (vgl. opg.31, blz.82),

Gram-Schmidt-orthogonalisatieproces voor de vorming van een genor-
meerd orthogonaal stelsel van

vectoren in een Rn:

Ga uit van een lineair onafhankelijke basis in Rn’ bestaande uit
de vectoren KgsXpseaosXy o Vorm daarmee achtereenvolgens fe vecto-
ren yq,yg,,,.,yn op de volgende wijze:
y /]=X 1
(Xgaxq)
=¥ e y
To=Xo qu,xqi 1?
(x5,75) (x4,54)
_ 3’72
._..x - -
Y373 T ) T2 T vy T
v =x_ - (%529 1) g - {xpovg) g
nn (¥, 40V,_4) “n-1 (v574) °1

Hieruit leiden we af (ga dit na!)

(yz,y1)=0, (y3,yq)=0, (y33y2)=0,ga. algemeen:

(7595 4)=(y35935 p)= ... =(y;,9,)=0  voor 1¢isn .

Le vectoren Vs zljgn dus onderling orthogonaal., Iedere vector vs

is van de vorm x; -(lin.combinatie van Xy _

vectoren vy zijn alle orgelijk de nulvector, daar de vectoren Xy

q2%4 _ps--esXq). De

lineair onafhankelijk zijn, Te vectoren Y 4sYps«..5¥, vormen dus

een lineair onafhankelijke basis voor R (zie punt k) blz,215). v

Indien we de vectoren ¥4 normeren door ze te vervangen door ei=i3§W
i

ontstaat een genormeerd orthogonaalstelsel (zie punt 1),bdz.215).
De ondérling orthogonale eenheidsvectoren € 5€p5.0.,€, van dit

stelsel vormen zcn eennvrmeerde orthnonnsle basis voor Rn‘
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Stelling 8.11 Indien A een retle symmetrische matrix is, bestaat
/]
AP een

er een orthogonale matrix P, zd dat P~
diagonaalmatrix is, (A is dus door middel van een
orthogonale matrix te diagonaliseren, vgl.blz.198).

Bewijs: Laat xq, Ag,..,, Al de eigenwaarden zijn van A, Daar A
volgens eigenschap e) blz.214 resel is, is er een re&le eenheids-
eigenvector Sq, die correspondeert met “1’ waarblj dus A81= 3181.
Volgens de punten m) en n) bestaat er dan een orthogonale matrix
S, waarvan 81 de eerste kolomvector is. De eerste kolomvector

van AS is AS_= A_S zodat = S~151de eerste kolomvector wvan

P 1 1 1’_1 1
S 'AS is., Doch 11 S 81 is de eerste kolomvector van

A, s 1s= AL, of (A1 O... O)T (vgl., bewijs van stelling 8.8
blz.198). '

Bovendien is wegens (S_qAS)T=(STAS)T=STAS=S—1AS, de matrix S~ 'AS

symmetrisch, zodat

P 0
-1 1

waarbij in het rechterlid de matrix Aq symmetrisch is van de orde
n-71 met eigenwaarden 12, RB,O,,, Ana

Stelling 8.11 wordt nu bewezen met volledige inductie: Als Q een
orthogonale matrix is van de orde n--1, die A,I diagonaliseert,
zodat dus Q_qu Q=D=diagonaalmatrix, dan is SR met R=(g 8) even-
eens orthogonaal, terwijl

A0 5 O\ /10
-1 1= P 10 ™
srR)""a sr=R"'s™ " sr=Rr ( ) R= ( _ =
(SR) S 0 A, OQﬂ)(OAq)(OQ>

Aq 0 10 k1 0
= 1 = ., Deze laatste matrix is een diago-
0 Q A,I 0 Q 0D

naalmatrix, daar D een diagonaalmatrix is. De orthogonale matrix
P=SR diagonaliseert dus A, waarmede het bewijs geleverd is.

Opm., Dat stelling 8.11 in het algemeen niet juist is voor niet-

symmetrische regle en voor niet-regle symmetrische matrites zien

wij resp. aan de matrices (g q) en (2 _ﬁ), waarbij 1%= -1, Beide

matrices bezitten niet twee lineair onafhankelijke eigenvectoran,
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en ziljn derhalve volgens stelling 8.5 niet equivalent met een

diagonaalmatrix. (ga dit na)

Volgens stelling 8.5 zijn de kolomvectoren van P n eigenvectoren
van A. Deze kolomvectoren zijn onderling orthogonaal, daar P een
orthogonale matrix, zodat (vergelijk syll. N.W, II, blz.CR 38):

Stelling 8.12 Een re&le symmetrische matrix van de orde n heeft

n onderling orthogonale eigenvectoren,

Omgekeerd is het duidelijk, dat als we n onderling orthogonale
eenheidseigenvectoren van A kunnen vinden, de matrix P, die samen-
gesteld is uit deze kolomvectoren en dus orthogonaal is, A trans-
formeert in de diagonaalvorm,

Het probleem van de diagonalisering van een regle symmetrische
matrix is hiermede teruggebracht tot dat van het vinden van n
onderling orthogonale eigenvectoren van A, De volgende twee stel-

lingen geven hiervoor het middel:

Stelling 8.13 Als twee eigenvectoren S, en 8, van een regle

symmetrische matrix A corresponderen met twee ver-
schillende eigenwaarden van A, dan zijn Sq en 82
orthogonaal,

Bewijs: Hoewel deze stelling reeds volgt uit vgl.(8.19), blz. 196,
geven we hier nog even het bewijs: Zij 21 en A, twee verschillen-
de eigenwaarden van A met resp. 31 en 82 als corresponderende regle

elgenvectoren, Daar AS,= 3,5, geldt SiAS,= A, S58,. Ook geldt,
- a . a1 T T _ -1 . . .
daar Aog— A5 Syt 82 A= R2 82, en dus SgAsq— “2 02840 Hieruit volgt:
T T T, . .
A 858,= 2, S5S,, en dus als A, # Aot 858,20, d.w.z, de eigen-

vectoren S, en S, onderling orthogonaal, (zie pt 1) blz.215).

Stelling 8.4 Als » een p-voudige eigenwaarde is van een reile

symmetrische matrix A, dan heeft A p en niet meer
dan p onderling orthogonale eigenvectoren, die

¢ corresponderen met &, (stelling van Weierstrasz,
vgl, blz.201),
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Bewijs: Volgens stelling 8,11 is er een matrix P, zd dat P-qAP

(met dezelfde eigenwaarden als P) een diagonaalmatrix is, waarin

2 juist p maal in de hoofddiagonaal voorkomt,

P"TAP - AT heeft dus de rang n-p. Daar P~ AP- aT=P~ (A- AI)P
heeft, volgens stelling 7.15, ook A- a1 de rang n-p. Le oplossings-
ruimte van het stelsel: (A- AaI)x=0 is derhalve van de dimensie
n-(n-p)=p, zodat er volgens punt k) blz.215 in deze ruimte D

(en niet meer dan p) onderling orthogonale eenheidsvectoren be-
staan. Dit zijn dan p (uiteraard niet éénduidig bepaalde) onder-
ling orthogonale eigenvectoren van A, die een orthogonale basis
vormen voor de p-dimensionale eigenruimte behorende bij de p-vou-
dige eigenwaarde =,

Uit stelling 8.14 volgt, dat met elke enkelvoudige wortel van de
karakteristieke vergelijking van A een (op een factor + 1 na be-
paalde) eenheidseigenvector van A correspondeert en met een p-vou-
dige wortel juist p onderling orthogonale eenheidsvectoren,

Daar volgens stelling 8.13 eigenvectoren, die corresponderen met
verschillende eigenwaarden van A, onderling orthogonaal zijn, be-
staan er n onderling orthogonde eenheidsvectoren van A, die teza-
men een orthogonale matrix P vormen, welke A transformeert in een

dlagonaalmatrix volgens de transformatie anAP.

Opgaven

1. Als >4 en  a, vergchillende eigenwaarden van de matrix A zijn,
bewljs dan dat ledere eigenvector van A, die correspondeert

met A orthogonaal is met iedere eigenvector van AT, die

correspondeert met Ao Leid hierult een bewijs af van stelling
8.13.

Opm. Aangezien een eigenvector (eigenkolom) van AT een eigenrij
is van A, zijn een eigenrij en een eigenkolom, resp. behorende
bij verschillende eigenwaarden van A, onderling orthogonaal
(zie blz.196),

2. Bepaal de eigenwaarden en (onderling orthogonale) eigenvectoren
]

van,de matrices:

9 -12 0 0 -2 1 0
-12 16 0 0] en 1 -2 1
0 0] 16 12 0 1T -2

0 0 12 9




WR-A 220

3 -2 0 9 -6 2
3. Evenzo van:f -2 2 =2 en -6 8 -4 .
o -2 1 2 -4 b4

I, Bewijs, dat van een diagonaalmatrix van de orde n met verschil-
lende diagonaalelementen de dragersvan de eigenvectoren (in een

Rn) samenvallen met die van de n grondvectoren (van R_).

5, Twee deelruimten U en V van Rn heten "orthogonaal' als elke
vector van U en elke vector van V onderling orthogonaal zijn
(generalisatie van het orthogonaalbegrip voor twee vectoren
(2 qu s). Le deelruimte van de hoogste dimensie, die nog
orthogonaal is met U, heet de "complementaire deelruimte" van U,
Bewljs:

a) de rechte‘§=f2(1,233) en het vlak x+2y+3z=0 zijn complemen-
taire deelruimten wvan RB;

b) twee loodrechte vlakken in R3 zijn niet orthogonaal;

c) de rechte X= a(1,2,3,4) en het hypervlak x+2y+3z+4t=0 zijn
complementalre deelruimten van ng

d) de beide vlakken in Ry:

X +2x2+3x

3
3

L 3

+4x4=0 { 2x1+5x2~4x =0
en
2X + X3—3X4=O

-13x2+6x +2x), =0

7

zijn complementair,

6. Maak nog eens van § 5, blz.76 e.v. de opgaven:

10, 16, 22, 25, 27, 30 en 31.
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7. Methoden voor het bepalen van eigenwaarden en eigenvectoren

In het.voorgaande hebben we gezien, dat de eigenwaarden van een
vierkante matrix A de wortels zijn van de karakteristieke verge-
1ijking det(A-AI)=0. Indien A van de n® orde is, is deze verge-
lijking van de n® graad in A. De co&ffici&nten van het karakte-
ristieke polynoom zijn sommen van onderdeterminanten van A en
zouden kunnen worden berekend volgens een directe (niet-iteratie-
ve) methode. Zijn deze co&ffici&nten eenmaal berekend, dan kan
men overgaan tot de bepaling van de wortels N (bijv. iteratief,
zie N.W., II, §'7 9 - 7. 12). De eigenkolommen x kan men vervol-
gens vinden door het oplossen van de homogeen llnealre stelsels
(A- %i I)xi=o. Deze voor de hand liggende methode is numeriek
gezlien zeer inefficient. Het is immers zeer goed mogelijk, dat de
wortels van een algebrafische vergelijking zeer gevoelig zijn
voor kleine afwijkingen in de co&fficisnten.

We streven dus naar andere methoden.

Zoals bekend heeft een niet-defecte matrix A van de n°® orde n
lineair onafhankelijke eigenkolommen. Deze vormen een niet-
singuliere vierkante matrix X=(xij), waarbij Xij het j-de element
van de i-de eigenkolom voorstelt. Deze matrix X transformeert A
“Tax =/\, waarbij de diagonaal-
elementen van A overeenstemmen met de eigenwaarden A van A,

in de diagonaalvorm A, d.w.z. X

Als A een reéle symmetrische matrix is;, heeft A altlgd n lineair
onafhankelijke eigenvectoren en kan dus steeds gediagonaliseerd

worden., Na geschikte normering is X orthogonaal, d.w.z. X'1=XT,

Er zijn diverse numerieke methoden ter bepaling van eigenwaarden
en eigenvectoren, die gebaseerd zijn op transformatie van een
matrix in een diagonaalmatrix A (b.v. methode van Jacobi voor
symmetrische matrices door transformatie ("rotatie") met orthogo~
nale matrlces)of door transformatie in een tripel-diagonale
matrix S(dew,zo iJ.=O als J]i-j}>1) m.b.v. een direct rekenproces,
gevolgd door een iteratieve bepaling van de eigenwaarden (methoden
van Givens, Lanczos, e.a.). Householder en Wilkinson hebben een
Zeer practische methode =2sangegeven om een symmetrische matrix in
een trlpeldlagonaalvorm te transformeren. Daarvoor gebruiken ziJ
orthogonale symmetrische matrices van de vorm

T
PP_I ?;'Q.Vr,vr r
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waarbij vV, een genormeerde kolomvector is (vgl.opg. 22 blz. 80),

waarvan de eerste (r-1) elementen 0 zijn, dus

vrT=(O,,.,,O, Vrr""’vrn)’ Uitgaande van de re&le symmetrische

matrix A =A worden achtereenvolgens geconstrueerd matrices
A(r)=PPA(r;1)Pr (r=2,..., n-1), zodanig, dat in de (r-1)-ste
rij en kolom van A de gewenste nullen ontstaan. Voert men de
transformatie van A(q) t/m A(n-1) achtereenvolgens uit met resp.

P P -qs dan ontstaat een tripel-diagonale matrix g=a (01 :

2_9omn,
a, b
1 1.
s5=a(n=1) _ by a, v, O
\‘ ~ \"b L4
~ \“a n--1
() n-1"n

De vorming van de vectoren Vo geschledt volgens een bepaald reken-
schema, waarop wij niet nader zullen ingaan.

De volgende stap is het bepalen van de eigenwaarden van S, welke
theoretisch gelijk zijn aan die van A(S wordt immers uit A ver-
kregen door herhaalde toepassing van equivalentie~transformaties),
en practisch daarmee ook redelijk overeenstemmen.
Zij S(i) de deelmatrix, bestaande uit de eerste i rijen en kolommen
van S en

£.(2)= det(a1-81)y (i1,...,n),

dan is fn(m)= det(aI-S) de karakteristieke veelterm van S?)De
fi(a) kunnen worden berekend met de recursie-formule:

2 .
fi(m)z(m-ai) fi__,l(;\)—bi_1 £ () (i»1)
met de beginwaarden fo=1 en fq(a)= A-a, (ga dit na).
De methode van Givens berust op de volgende eigenschappen:

Als de nevendiagonaal van de symmetrische tripel-diagonale matrix S
geen nullen bevat (m.a.w. bi#0,1=1,,,o,n—1), dan vormt de rij
functies fi(i=0,.,,,n) een Sturm-rij (zie Wijdenes, Middel-Algebra);
het aantal eigenwaarden van S groter dan a is gelijk aan het aantal
tekenwisselingen in de rij 1, fﬁ(a),o.e,fn(a), mits fn(a)%O; de
nulpunten van elke veelterm fi(h) zijn verschillend en worden
gescheiden door de nulpunten van fi_q(x),

-G o - o e -

1) op de factor (-1)" na.
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Het bovenstaande stelt ons in staat de eigenwaarden van S (en dus
ook die van A) op eenvoudige wijze zeer nauwkeurig te bepalen.

De bij een eigenwaarde Ai behorende eigenvector Vi van S wordt
bepaald door oplossing van het homogeen lineaire stelsel

(S~ RiI)vi=O. De bijbehorende eigenvector X; ven A 1is dan te
verkrijgen door terugtransformatie:

X =Py P vy - (vgl. opm.onder stelling 8.3blz.9)

Komen er in de nevendiagonaal van S nullen voor, dan kan men de
matrix S verdelen in deelmatrices, die apart behandeld kunnen
worden. Afgeleid kan worden dat dit optreedt als S meervoudige
eigenwaarden heeft. Zo'n meervoudige eigenwaarde is dan enkel-
voudige eigenwaarde van verschillende deelmatrices en de daarbi]
gevonden eigenvectoren staan loodrecht op elkaar.

De transformatie van Hoﬁseholder en Wilkinson, toegepast op
asymmetrische matrices, leidt tot de zgn. Hessenberg-vorm of bijna-
driehoeksvorm H d.w.z. hij=0 voor Jj> i+1. De vectoren v, en Pr
worden gekozen als boven om nullen in de (r-1)-ste rij te ver-
krijgen, maar wegens de asymmetrie, ontstaan er dan in het
algemeen geen nullen in de overeenkomstige kolommen. De bepaling
van de eigenwaarden wordt in dit geval gecompliceerder, ook al
omdat ook niet-reé&le gigenwaarden kunnen optreden. Wegens de
instabiliteit van het asymmetrische probleem is de te kiezen
arithmetiek van het hoogste belang, wil de methode effectief zijn,
Op deze zaken zullen we niet nader ingaan (zie N.W.,TI §7.12).

"Afschatting"” van de eigenwaarden van een matrix

Vaak wensen wij hij de bepaling van de elgenwaarden van een
matrix te beschikken over grenzen, waarbinnen de elgenwaarden
zich bevinden. Vele formules staan hiervoor ter beschikking.
Zonder bewijs geven we hier een tweetal eigenschappen:

ZiJ Ai(A) de eigenwaarden van een matrix A=(aij) van de n° orde,
dan geldt:

n o n 2
1 (A - .
) Z k] T =Py E

&

2) De modulus van elke eigenwaarde is hoogstens gelijk aan
het maximum van de n getallen, ieder voorstellende de som
van de absolute waarden van de elementen van elk der

n rijen (kolommen).,
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§ 9. Lineaire transformaties (zie ook § 4)

1. Een homogene lineaire transformatie in'Rn met als transfor-

matlematrix een niet—singuliere matrix A:
o

(9.1) T = a7

heeft de eigenschap, dat er een eeneenduidige correspondentie
bestaat tussen punten X (plaatsvectoren ?) en punten Y {plaats-
vectoren ;) in Rn. De transformatie voert lineaire ruimten in
lineaire ruimten over (rechte lijnen in rechte lijnen, platte
vlakken in platte vlakken, enz.)., (9.1) is een bijzonder ge-

val van de transformaties van de vorm

b s o
¥y = AX + v,

Leze transformaties (9.2) met A niet-singulier bezitten bijv,
ook de eilgenschap, dat ze rechte lijnen in rechte lijnen
overvoeren, etec, Men noemt ze affiene transformaties.

Opg. BewlJs, dat de affiene transformaties een groep vormen
met de homogene lineaire transformaties als ondergroep.

Voorbeelden van affiene transformatises zijn:
o : -
1. De translatie y = ; + v (v is een constante verplaatsings-~
vector),

2; De vermenigvuldigingstransformatie §'= c;'(c = constante
scalar).

3. De uitrekking (als de matrix A bijv, een diagonaalmatrix is).

Opm, Affiene transformaties zijn zelfs volledig gekarakteri-.
seerd door de eigenschap, dat ze rechte lijnen in rechte
lijnen overvoeren, want ook omgekeerd kan men bewijzen, dat
iedere eeneenduidige transformatie van de ruimte Rn in zich~
zelf, die elke rechte lijn in Rn weer in een rechte 1lijn
overvoert, noodzakelijk een affiene transformatie moet zijn.

Men onderscheldt verschillende soorten meetkunden, afhanke-

lijk van de begrippen, die invariant blijven bij uiltvoering

van bepaalde transformaties,

Zo noemt men dat deel van de meetkunde, dat zich bezighoudt

met begrippen invariant tegenover affiene transformaties, de
affiene meetkunde en de invariante begrippen: affiene ge-

grippen,
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Opg. Bewljs, dat het begrip rechte 1ijn, plat vlak, evenwijdig-
heid, verhouding van evenwijdige vectoren affiene begrippen zijn,

Een begrip als "loodrecht" 1s geen affien begrip en behoort zo-
als we iIn § 5 reeds gezien hebben thuis in een gemetriseerde
meetkunde (metrische meetkunde), waarbij als transformatiegroep,
die transformaties optreden, die lengten en hoeken invariant
laten (verplaatsingen), de zgn. groep van de algemene orthogo-
nale transformaties, waarop straks nader zal worden ingegaan.

Cobrdinatentransformaties

We voeren in Rn naast de lineair onafhankelijke basis gevormd
gh

zegt een ander cobrdinatenstelsel), gevormd door de vectoren
b e e
fq:fgs-'-:fn‘ We zullen hier afspreken, dat van een Vector'§ in

> . .
door de vectoren €4s€0s00es een nieuwe basis in (of zoals men

whe
Rn de kentallen t.o,v, de basis ey zullen worden aangegeven met
P
XgsXpseoesXp s die t.o,v. de nieuwe basis fi met accenten:
-ho .
xq',xg',,..,x '. T,o,v, de basis e, schrijven we voor de vector
- -t n 1 e

X ¢ i = (xq,xz,...,xn); t.o0.v. de basis fi voor dezelfde vector
g b
X ¢ X! = &;1',x2',...,xn’), d.i. de kentallenvector van x t.o.,v,

de basis fi' '
: ~»> Il = < g
Nu geldt dus: x = 2 x, e, = 3 x,'f,,
joq 1 i 1= 171

Z1ij nu (vgl. opgave 2, blz.76):

ot
(9'3) fi = ],g’] pik-gk’

- - 0 ii -
dan geldt dus x = xi'fi = ;i xi' ~ Ps 1€k =

1=1 1

M f§?45

0 i
( Rd pkixki) ei, zodat ,

[
SN

n
(9.4) =x. = Dy Xy
i ég% ki“k

- o

kentallen van de basisvectoren fi t.o.v. de oude (P dus niet-
singulier), dan geldt dus volgens (9.4):

(9.4)r ¥ =p%F, .

(9.4) of (9.4)' stelt een homogene cobrdinatentransformatie met

matrix P'voor, d.w.z. een transformatie van de kentallen van
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een vector in‘Rn t.o0.v, het ene cobtrdinatenstelsel in die
t.0.v. het andere stelsel., Ze vormen een deelverzameling van de

algemene covrdinatentransformaties:

e

(9.5) X = P¥1 + u.

b
Hierin is Q4 = 00t de verplaatsingsvector van de oude oorsprong
O in de nieuwe O' (met kentallen t.o.v. het oude stelsel),.

Een affiene transformatie in Rn zal van een andere vorm worden
bilj invoering van een ander cobrdinatenstelsel.

Z1ij voor het gemak eerst ondersteld, dat de affiene transfor-
matie A de oorsprong O invariant laat, terwijl dat ook het
geval 1s met de cobrdinatentransformatie (0 = 0'), Dan geldt
volgens (9.1) en (9.4)':

? = A% en X = P%', zodat, daar P niet-singulier:
Fi= P = po ¥ - p Y,

Op de nieuwe basisvectoren wordt dus de nieuwe transformatie-
matrix A' ult A gevormd door de equivalentie-transformatie
(zie § 8):

1

(9.6) A = P AP,

We hebben zodoende de volgende belangrijke stelling:

Stelling 9.1, Als A in Bn de matrix vogistelt van een homogene
1ineai£§ transformatie t,o.:. de basis ey en A' die t,o0.v, de
basis fi’ dan geldt A' = P~ AP, waarin P de n-matrix is, waarvan
de kolommen gevormd worden door de kentallen van de basisvectoren
?i t.o.v. de basis Zﬁ,

Opg.1. Bewijs, dat de algemene affiene transformatie ; = A% + 3
blj overgang op een nleuw covrdinatenstelsel d.m.v., de transfor-
matie (9.5), op dit stelsel de vorm heeft ?' = A'Q\ + 3', waarin

a =P P en T o= P (AT - T 4 7).

e
Opg.2. Indien in stelling 9.1 fi n linealr onafhankeli jke eigen-
vectoren voorstellen van de matrix A, dan heeft A' de diagonaal-

vorm, Bewiljs dit,

Uit (9.6) en de stellingen 8.3 resp. 8.6 en 8.11 volgen de vol-
gende gtellingens:

Stelling 9.2. Te eigenwaarden van een homogene lineaire transfor-

matie (matrix) zijn invariant tegenover de invoering van nieuwe

basisvectoren,
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Stelling 9.3, Zijn de eigenwaarden van een homogene lineaire

transformatie (matrix) alle verschillend of, zo dit niet het
geval is, 1s de matrix niet defect (bijv. elke reegle symmetri-
sche matrix), dan kan deze door geschikte keuze van nieuwe

basisvectoren op de diagonaalvorm worden gebracht,

Opm.1. In verband met de identificatie van de begrippen
"homogene linealire transformatie" en "matrix", spreken we
ook van de eigenwaarden (en eigenvectoren) van een homogene

lineaire transformatie (zie § 4, blz.59).

Opm.2. Een niet-homogeen stelsel niet-strijdige vergelijkingen
is door een covrdinaten-transformatie altijd over te voeren in
C s s s 4~ -+
een homogeen stelsel, Immers: zij bijv. ¢ = Ax het stelsel en
X = X, een particuliere oplossing, dan voert de cobrdinaten-
. > - . e o

transformatie x = x' + x_ het stelsel over in ¢ = A(x'+x_ ) =

-+ | - > w O > - ©
= AX + Axo = AX ' + ¢, zodat O = Ax ', een homogeen stelsel.
Te oplossingsruimte van het nieuwe stelsel 1s nu een lineaire
vectorruimte geworden. Met evenveel recht zouden we dus ook
bijv. kunnen spreken van de dimensie van de oplossingsruimte
van een niet-homogeen stelsel., Het enige verschil tussen homo-
gene stelsels en inhomogene stelsels, is dat bij oplosbaarheild
van het inhomogene stelsel diens oplossingsruimte een particu-
liere oplossingsvector verschoven is t.o.v. de oplossingsruimte

van het homogene stelsel (vgl. stelling 6.3).

De "ultrekking" als homogene lineaire transformatie

Als de transformatiematrix A van een homogene lineaire trans-
formatie ; = A; in Rn t.0.v. een zekere basis in Rn een diago-
naalmatrix is met alle diagonaalelementen 834 positief, dan
stelt de transformatie een uitrekking voor, Vectoren in de

richting der basisvectoren worden door de transformatie met
Tesp. ayy vermenigvuldigd. Eventueel worden deze vectoren'samen-
gedrukt" of blijven invariant (C)<aii ¢ 1), doch ook dan spreekt
men van een ultrekking.

Als men nu onder een positief definiete (symmetrische) matrix

een re€le symmetrische matrix verstaat, die slechts posftieve
eigenwaarden bezit (vgl. opg.8, blz.205), dan geldt de volgende

stelling:
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Stelling 9.4, Als de matrix A van een homogene lineaire

transformatie ? = A§ in Rn positief definiet symmetrisch is,
dan stelt A een uitrekking voor,

Bewijs: Gesteld, dat de orthogonale matrix Q de matrix A
diagonaliseert, dus Q—qAQ = D (volgens stelling 8.11 altijd
mogelijk), Pas nu in Rn een homogene cotrdinatentransformatie
toe met matrix Q (oude basisvectoren 3}, nieuwe ?}), dan

geldt volgens (9.4)1 : X = Qx! of i,v.m, Q ' = QT:
¥ =q W =qT% , zodat
S}"' = QTS,?___ QTA‘; = Q AQV 1 = (Q,—/]AQ)E’ = D?{ '

Ten cpzichte van de nleuwe basis f heeft de met A equiva-
lente matrix Q AQ dus de dlagonaalvorm Daar volgens stel-
ling 8.3 deze diagonaalmatrix als diagonaalelementen de eigen-
waarden van A heeft, zijn deze elementen positief, zodat de

transformatie dus een uitrekking voorstelt,

Opm, 1, Als A de transformatie is t.o.v. een orthonormaal
stelsel (blz.215), 1s de nieuwe basis volgens (9.7) eveneens
orthonormaal, daar Q orthogonaal is. De uitrekking vindt dan

plaats in onderling orthogonale richtingen.

Opg. Bewijs dat deze richtingen overeenstemmen met de rich-
tingen van de eigenvectoren van A, en de "ultrekkingsfactoren”

met diens eigenwaarden.

Opm,2. Met betrekking tot de positief definiete symmetrische n-

matrices A = (a, ;) geven we hier nog (zonder bewijs) de vol-

1J
gende stellingen:

Stelling 9.5. Een re&le symmetrische matrix A is dan en slechts

dan positief definiet als de n "diagonaal'-determinanten

849 Bq2 -e. By
d 809 8pp c-r 8oy positief zijn, (k=1,...,n).
81 B2 cr- Bpx

)
Stelling 9.6, Een retle symmetrische matrix A is dan en slechts

dan positief definiet, als er een niet-singuliere matrix Q
bestaat, zodanig, dat A = QTQ,
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Stelling 9.7. Iedere retle niet-singuliere matrix A kan ge-

schreven worden als een product A = PS, waarin P orthogonaal
en S positief definiet symmetrisch is (P en S worden bovendien
eenduidig door A bepaald; een bewijs van deze stelling is ver-
vat in het te geven voorbeeld op blz.232 ).

Opg. Bewljs, dat uit stelling 9.7 volgt, dat iedere regle
niet-singuliere matrix A ook geschreven kan worden als A=81P1,
waarin Sq = positief definiet symmetrisch en P1 = orthogonaal.

Orthogonale transformaties

Hieronder verstaan we een homogene lineaire transformatie

e b

¥y = Ax in een re&le vectorruimte Rn met de eigenschap, dat het
origineel X en de beeldvector §' dezelfde lengten hebben voor

alle vectoren x in R,, dus [?ﬂ =‘ Azl = ‘;l.

Stelling 9,83, Nodig en voldoende voor het behoud van lengte

in Rn bij uitvoering van de transformatie ; = A§ is, dat het
>
inwendig product(vq,vg)invariant blijft voor ieder tweetal

e
vectoren v, en in R .,
1 V2 + n

(SIS

Bewijs: "voldoende" direct duidelijk, want )?' = (%,%)
+ L e
= (¥,¥)2 = |71 .
"noodzakeli jk": we maken gebruik van de volgende

identiteit tussen lengten en inwendig product:

(9:8) (£3) = :{[FF] % - |71° - 1717},

waarult direct volgt, dat ‘behoud van lengten, behoud van in-

wendig product impliceert,

Gevolg: Behoud van lengten impliceert ook behoud van hoeken
tussen vectoren, d.w.z. c¢e hoek © tussen 31 en 32 is gelijk
aan de hoek ©' tussen de vectoren Wa = qu en ﬁg = A?é, In het
bijzonder blijft dus orthogonaliteit tussen vectoren invariant,

Opgave: Bewijs genoemde eigenschappen.

Stelling 9.9. Nodig en voldoende voor het behoud van lengte

is, dat de matrix A t,o.v, de orthonormale basis £
g, = (1,0,...,0),...,%, = (0,0,...,1) orthogonaal is.
T T

= AA = T en dus

Bewljs: Als A orthogonaal is, geldt AA
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>

T - T T -
(w,wy) = w, Wy = (v, 7AT)(Av,) =
d.w.z, bij de gegeven orthonormale basis behoud van lengte.

'\‘;'/IT(ATA)“;' ™ Torm - %2),

2 = ViV = (v,

Omgekeerd: Als (Wq,ﬁg) = (31;32) voor alle vectoren Vq en ?2,
- e wde e e b e A .

geldt (wq,w2) =W, W, = V,IT(ATA)V2 = V., V. Zoals eenvoudig

kan worden bewezen is de laatste gelijkheid voor alle vectoren

31 en $é slechts dan mogelijk als de matrix ATA de eenheids-

T

matrix 1s, A'A = I, dus A = orthogonaal,

Opgave. Bewljs, dat deze stelling ook geldt als i.p.v. de
gegeven orthonormale basis een willekeurige andere orthonor-
male basis beschouwd wordt, ten opzichte waarvan de matrix A

orthogonaal is.

In plaats van de invariantie van lengte tussen beeld en ori-
gineel, kan men een orthogonale transformatie dus ook
definieren als een homogene lineaire‘transformatie in Rn’ waar-
van de transformatiematrix ten opzichte van een (en dus t.o.v.

iedere) orthonormale basis orthogonaal is.

Opg. Bewljs dat de orthogonale transformaties in n verander-
lijken een groep vormen (de orthogonale groep, een ondergroep
van de affiene groep, zie blz., 224),

t Als A een orthogonale matrix is geldt AT

A =1, dus

det(A) = + 1. Een orthogonale transformatie in Rn met matrix

A t.o,v. een orthonormale basis heet eigenlijk (of direct) resp.
oneigenlijk (of gespiegeld) al naar gelang det(A) = +1 resp.

=-1 1s. Deze elgenschappen zijn invariant bij transformatie

van de cobrdinaten indien wordt overgegaan op een andere ortho-
normale basis (bewijs dit). Een eigenlijke orthogonale trans-

formatie van Rn noemt men een draaiing of rotatie, Deze defi-

nitie komt overeen met de definitie, dat in Rn een rotatie
een homogene lineaire transformatie is, waarbij lengten (en
dus ook hoeken) alsmede orientaties (i.v.m, het positief zijn

van det(A)) invariant blijven,

Opg. Bewijs dat de directe orthogonale transformaties een
ondergroep vormen van de orthogonale groep; de gespiege}de

orthegonale transformaties vormen echter geen groep (waarom niet?).
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Vb, Gevraagd.alle orthogonale transformaties in RQ,
Opl.: Laat A een orthogonale transformatie zijn met matrix

( 849 24
821 %20
g - 3 b

f1 en f', van de basisvectoren e, en e, (orthonormaal stelsel)

A = ).' Te kolommen van A zijn de beeldvectoren

van Rz, Lengte blijft invariant, zodat

T2 =T 0% = a8, v a2 en 12202 )2

- a en 12 2 2
11 21 2

= 8 ptass.

it

Stel 844 = COS ¢ en 8n4y = 8in ¢ , 840 = siny en anp cos ¥,
(cosc,a sinyf)

sin¢ cos y

dan is A =

- ¥
Aangezien ook f1 en f2 orthogonaal zijn geldt:

O =cos¢ siny + sing cosy = sin(¢+¥)=0, dus W =-¢ of
Y =% -¢ (als we onderstellen 0s ¢ ,v ¢ 1830°), Te matrix A
wordt dus

( cos ¢ -sin W) of ( cos ¢ sin @)

sin ¢ cos sin¢ -cos ¢

In het eefste geval 1is ]A} = 1, dus de transformatie eigenlijk
orthogonaal; in het tweede geval is fAl=—1, en de transformatie
dus gespiegeld orthogonaal. In het eerste geval is de transforma-
tie een draaiing om O over een hoek @ ; = A;'uitgeschreven:

Vg = X4C08 ¢ —ngin ? 5 Vs =*§1sin @ + X,CO8 @ 3 in het tweede
geval 1s eerst €5 t.o.v. de €,-as gespiegeld en daarna de trans-

formatie over een hoek ¥ ultgevoerd. (Mag de volgarde van
spiegellng en dfaaiing worden omgewisseld?)Ook in Rn komt
det(A) =-1 en A orthogonaal overeen met de uitvoering van een
spiegeling en een draaiing,

Met behulp wvan stelling 9.7 kunnen we de meetkundige betekenis
van een willekeurige niet-singuliere homogene lineaire trans-
formatie (d.i. een hom,lin.transformatie met een niet-singuliere
matrix als transformatiematrix) in Rn nader analyseren:

Stel eens dat T zo'n transformatie is en dat A t.o0.v. een ortho-
normale basis de bijbehorende retle matrix is. Stel A = PS
(stelling 9.7), waarin P orthogonaal en S positief definjet sym-
metrisch. Laat verder Q een orthogonale matrix zijn, die S

diagonaliseert (stelling 8.11) in D, Dan geldt
0" e = @7 pse = 07 "Pae""sq = @ "PaD = UD, waarin U de orthogo-
nale matrix Q—qPQ is en D een diagonaalmatrix met diagonaalele-
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menten positief (waarom dit laatste?).

Passen we nu in Rn een cobrdinatentransformatie toe met matrix
@, dan krijgen we een nieuw orthonormaal basisstelsel, ten op-
zichte waarvan de homogene lineaire transformatie T, die een
vector X in een vector §'overvoert, volgens (9.6) voorgesteld
kan worden door §'= anAQ§'= UIQ: Ilientengevolge is T equiva-
lent met een uitrekking met matrix I (t.o.v. de nieuwe basis)
gevolgd door een orthogonale transformatie met matrix U (even-
eens t.0.v. de nieuwe basis). I'aar iedere orthogonale trans-
formatie in Rn een rofatie voorstelt of een rotatie gevolgd
door een splegeling (of omgekeerd) hebben we de volgende stel-
ling:

Stelling 9.10. Iedere niet-singuliere homogene lineaire trans-

s : ° 7 o ;o - a
formatie in Rn is of equivalent met een rotatie gevolgd door
° 5 I . 4 o -
een uitrekking Of met een rotatie gevolgd door een spiegeling

en daarna door een uitrekking,

Opm. In verbanc met de opgave op blz 223 mag men de volgorde

van rotatie (incl. evt. spiegeling) en uitrekking verwisselen.

T -1 -1
Vb, Gegeven is in R3 de matrix A: 1 1T -1 .
1 1 1

Gevraagd wordt:

10. A te schrijven als het procduct van een orthogonale matrix P
en een positief definiete symmetrische matrix S (stelling
3.7).

o}

no

. . T \
. I'e meetkundige betekenis van de met A™ corresponderende

homogene lineaire transformatie (stelling $.10).

opl. 1°. Volgens stelling 9.6 is B=ATA =
1 1 1 g T R 3 1 -1
-1 1 17 1 =1 J={ 1 3 1 .
-1 -1 1 g 1 1 -1 1 3

positief definlet symmetrisch, Onderling orthogonale eenheids-

. . . 1 1 1 1 1 1
vectoren in Ry zijr (3V2, %VE,O)A-gV%,EVE,—W/é), (g-vg,—§v3,§\/§),
zi jnde elgenvectoren van B zljn resp. behorende bij de eigen-
waarcen 4(2-voudig) en 1. Volgens blz.215 e.v. transformeert de

orthogonale matrix Q met als kolommen bovenstaance eenheicdsveeto-

ren:




Vo Qe 13
o= | Ve Ve 1V
1 14/%
0 =V6 =
B d.m,X de transformatie Q 15" = qu% in de diagonaalmatrix
00
T = < o4 o . Laat T, de diagonaaimatrix zijn met positieve
00 1 i 5 60 o
diagonaalelementen, zodat T',“ =7, dus T, ={ 0 2 O .
1 1
0 0 1
Stel S = quQi, dan is S symmetrisch en positief definiet
(waarom?). Ian geldt 8= = ar@ arz' = ¢z 1.6 = are® = B = ata.
Als nu P = AS™] geldt dus:
Pl = (as™ HTas (s A as o (s7 1) Ts®s (a7 Y Tg=g 7 T-1.

P is dus orthogonaal, zodat A=PS met P orthogonaal en S positief
definiet symmetrisch (Stelling 9,7 is hiermede tevens bewezen).

T'e gevraagde positiel definiete symmetrische matrix S 1s dus

> 1 1
3 3 3
S = QDqQT = % % % en ce eigenlijke orthogonale matrix P:
11 2
3 3 3
2 =2 _1
3 3 3
.2 2 2
P=AS ={ 3 3 3
2 1 2
3 3 3

Opg. Controleer dat indercaac gelct A=PS en in dit biljzoncere

geval zelis ook A=SP,

20. Stel T de homogene lineaire transformatie met matrix AT

i oo
t.o.v. de basis 31 = (1,0,0), e, = = (0,1,0), 23 = (0,0,1). Een

s
Vector X = (kq,hg,XB) wordt overgevoer& in een vector

y = (yqﬁyg,yB) d.m.v. de transformatie
y1 = X +X2+K3

e
SRS = =, N = -
(9.2) y = A% of Vo X hxgtg .

y3 = "X 4%, x3 !

&

Te eligenlijke orthogonale transformatie met matrix P (t.o.v.

e
de basis 31’62’63) stelt in RB een rotatie voor, welke alle




WR - A 234

vectoren in een zekere'richting ?'(de richting der rotatie-as)
invariant laat. Dat er in het algemeen zo'n richting ;'be—
staat volgt uit:

Pef-r) =) e%z] [p|=} p%-p| = | 1o = (-1)3) B-1] - —]PT 1],
dus IP Il— o, p! I dus singulier, zodat er een vector (4 O)
is met (P I)r = O of PTE = 7.

Pe orthogonale matrix PT heeft een eigenwaarde 1 met eigen-
vector (1,-1,1). In deze richting valt dus de rotatie-as, die
bij de rotatie behoort., Het vlak > _2+m3—0 door O, orthogonaal
met de rotatie-as (waarom?), blijft bij de rotatie invariant.
Om ° de draaiingshoek 6 te vinden, waarover bij de rotatie ge-
draald wordt, beschouwen we de vector (1,1,0) in dit invariante
viak. T'eze vector gaat bij de rotatie over in de vector (1,0,-1).
De cosinus van de hoek © tussen de vectoren (1,1,0) en (1,0,-1)
is dus gelijk aan a. 1+1 0+0.1 _ § (zie o.a. pt h)blz.215), © is
wegens O ¢ 6 < 180 dus Va. Vo gelijk aan 60°, |
Om de asrichting (1,-1,1) wordt dus over een hoek van 60° ge-
draaid in de richting van (1,1,0) = (1,0,-1). De pos.def.

symm, matrix S heeft de eigenwaarden van Dq, dus 1 en 2 (twee-
voudig). Hierbij behoort een "uitrekking" (vgl. stelling 9.4)
met factor 1 in de richting (1,-1,1) van de rotatie-as (immers
(1,-1,1) is een eigenvector van S behorende bij de eigenwaarde

1 en volgens de opgave blz,228 vindt in deze richting dus een
ultrekking plaats met factor 1 (d.w.z. invariantie)), alsmede
een uitrekking met factor 2 in alle richtingen gelegen in het
vlak xq—x2+x3=0, dat orthogonaal is met de rotatie-as (en de
2-dimensionale eigenruimte voorstelt van S bij de tweevoudige
eigenwaarcde 2), _

Le transformatie (9.7) 1s het (commutatieve) product van de

rotatie
g = % 4t é ot %XB Y 4= §x1 + é 5 —-%XB
Vo —~§ 1 + = g o + ZX3 en de uitrekking | Vo= éxq + % o + gXB
Y3 3% 7 32 T 33 V37735 T 32 T 33

T) (transformatie-matrix S)

(transformatie-matrix P
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Eus damengevat: De homogene lineaire transformatle die correspon-
deert met AL stelt t.o0.v. de basis e1 = (1,0,0), &, = (0,1,0),

o
°3 T
draaiingshoek van 60° (in de richting (1,1,0) (1,0,-1), gevolgd

(0,0,1) een rotatie voor met rotatie-as (1,—1,1) over een

door een uitrekking met factor 2 in alle richtingen orthogonaal op
deze rotatie-as, dus in alle richtingen gelegen in het vlak
xq—x2+x3 = 0. Men mag in dit geval ook de uitrekking vooraf laten
gaan aan de rotatie, zoals meetkundig direct duidelijk is (alge-
braisch correspondeert het met de commutativiteit van het product

der matrices P en S of van P! en S).

Opg. Bewljs, dat met de matrix A de homogene lineaire transformatie
correspondeert, die hét resultaat is van een draaiing om boven-
staande rotatie-as over een hoek van 60° in tegengestelde richting
als in het gegeven voorbeeld, gevolgd door dezelfde uitrekking als
boven (of in omgekeerde volgorde uitgevoerd).

Bewijs verder, dat met de matrix B = AEA de uitrekking correspon-
deert met een factor 4 in alle richtlngen van het orthogonaal op

de draaiingsas staand vlak x 4"XytX 3 =

De orthogonale transformaties zijn homogeen lineair., Combineren

. - - e ..
we ze met de translaties, dus: y = AX + v, dan krijgen we de ver-
zameling van de zgn. verplaatsingen, Hierin is A een orthogonale

matrix en v een translatie vector. Dat deel der meetkunde waarin
begrippen optreden die tegenover verplaatsingen invariant zign
(zoals lengten, hoeken, loodrechue stand), noemt men metrische
meetkunde (te vergelijken met de gewone elementaire "schoolmeet-
kunde"). Een verplaatsing is meetkundig gezien een affiene trans-
formatie in Rn’ waarbij origineel en beeld congruente vormen hebben.

Opg.1. Bewijs dat de verzameling der verplaatsingen een groep vormen.
2, Bewijs, dat een n-matrix P dan en slechts dan orthogdnaal is, als
P behoort bij een homogene lineaire transformatle in R s waarblij een
orthonormaal stelsel van n vectoren wordt overgevoerd wederom in een
orthonormaal stelsel van n vectoren.

Is de matrix P, die bij een covrdinatentransformatie (9.4) behoort
eigenlijk orthogonaal (dus lPl = +1), dan spreekt men - naar analogie
met overeenkomstige begrippen bij vectortransformaties (of punt-

transformaties) - van een draaiing of rotatie van het assenstelsel
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of van de codrdinaatassen (zie blz.230). Men kan ook zeggen, dat
iedere draaiing van het assenstelsel wordt bewerkt door toepas-
sing van een homogene lineaire transformatie, waarbij een orthd-
normale basis getransformeerd wordt wederom in een orthonormsale
basis, die op dezelfde wijze zijn georienteerd, terwijl ook omge-
keerd (zie opg.2 boven) iedere elgenlijke orthogonale covrdinaten-
transformatie met corresponderende orthonormale bases, die op
dezelfde wijze zijn georignteerd, een draaiing voorstelt, 1)

Twee orthonormale bases hebben volgens afspraak dezelfde ori&ntatie
als ze in elkaar kunnen worden overgevoerd door een eigenli jke
orthogonale transformatie (d.w.z. een draaiing). In een drie-
dimensionale metrische ruimte gaat bij een draaiing een rechts
(resp. links)-draaiend orthonormaal stelsel weer in een rechts
(resp. links)-draaiend orthonormaal stelsel over.

Onder een rechtsdraaiend assenstelsel verstaat men hier in R3 een

- .
e3, z0 gelegen,

stelsel lineair onafhankelijke basisvectoren 31,32,
dat als men een kurketrekker over de kleinste hoek in de richting
van 2} naar Sé draait, deze kurketrekker zich in de lengterichting
(L draaiingsrichting) beweegt in de richting van 33. Is dit laat-
ste niet het geval, dan is het stelsel linksdraaiend.

In het algemeen spreekt men in een Rrl van positieve en gigatieve
%n
al naar het positief of negatief zijn van de determinant, waarvan

. A k3 3 3 z ”’ 2
orieéntatie van n lineair cnafhankeli jke vectoren LV TRRRY in Rn’

de eerste t/m de n® kolom-(of rijvector) resp. bestaan uit de
vectoren ;1,..,,§5.
Opgaven
1. Geef de matrix en de vergelijkingen van de volgende coYrdinaten-
transformaties:
a) in R2 basis (1,-2), (2,2) < (1,-5), (1,2).
b) in R3 basis (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)-—»(4,3,2),(—1,0,1L(2,0,—1).

¢) in R3 basis (1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)-»(3,—1,4),(2,1,2)41,1,2).

1) Zoals vroeger reeds meermalen vermeld (zie bijv. blz.215),
noemt men een covrdinatenstelsel met een orthonormaal stelsel
basisvectoren, veelal een Cartesisch cotrdinatenstelsel (reeht-
hoekig stelsel met basisvectoren lengte 1),
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2. Bepaal een orthonormale basis in RB’ waarvan de eenheidsvector
(%—, %—, %J een der basisvectoren is, Hoe luidt de cobvrdinaten-
transformatie van de basis (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) in deze

nieuwe?

3. Bewijs, dat in R, de cobrdinatentransformaties van de E-basis:
g, = (1,0,0), &= (0,1,0), 23 = (0,0,1) in elk van de volgende
bases orthogonaal is. Onderzoek welke van deze transformaties

een draaiing voorstelt,

e > —

a) _f;/l = (0;1:2): fg =+('53' ] 2:_ "g’): f3 = (%—;O: ;53')0 ’
- (2.-& 2 (& 2 _3y F (2 3 &

b) i/l - (gs 27 i] 7); fg (g: ?1’ 27)y‘+f3 :7: -g: g)"

V=553 =53 353

L, Bepaal bij opgave 3 de transformatiematrices behorend bij de
transformatie van
a) de E-basis in de basis genoemd onder c¢) van opgave 3.
b) de basis genoemd onder b) van opgave 3 in de E-basis.
¢) de basis genoemd onder c) van opgave 3 in die genoemd onder
a) van opgave 3,

Pewijs, dat al deze transformaties orthogonaal zijn. Welke ervan
zljn rotaties?

5. Bewljs, dat in een Rn twee bases dezelfde orientatie hebben
als de determinant, die de ene basis in de andere basis over-
voert, positief is. Maak aanschouwelijk, dat het door een
continue deformatie onmogelijk is een positief georignteerd
stelsel vectoren over te voeren in een negatief georignteerd
stelsel (en omgekeerd) zonder een van de vectoren blj de defor-
matie te laten vallen in de ruimte opgespannen door de andere

vectoren,

5. Kwadratische vormen

Tefinities. Een kwadratische vorm f in XgsooesXy is een homogene
kwadratische veelterm in n variabelen KgsososXpye
«Damatrix van een kwadratische vorm in XgsoeesXy is de vierkante

n-matrix A = (aij)’ waarin !

= co8fficignt van Xy

431
Eaij= coefficignt van Xy%4 voor i# 3.
Teze matrix is dus een symmetrieche matrix,
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: . 2 e 2.
Vb. Le kwadratische vorm x, ~2qu2+4x1x3 X5 2%

1-1 2
-1 -1 0 .
2 0 -2

Zoals eenvoudig kan worden bevestigd geldt de volgende stelling:

2
3

heeft de matrix

Stelling 9.11. Is A = (é,.) de matrix van een kwadratische vorm f,

1J
dan is f te schrijven als het matrixproduct

n n

_ < : - w7l
(9.10) f —-.2: L 8y y%yXy = X"AX,

i=1  j=1

%1
waarin X =/ . = de kolomvector gevormd door KgseoesXpe

X

n .

Wensen we f te zien als functie van de vector X, dan schrijven we
veelal f£(X).

Onder de rang van [ verstaan we de rang van de bijbehorende matrix
A. f heet singulier resp. niet-singulier als A 1s singulier resp.

niet-singulier. £ heet regel als alle coeffici&nten aiJ regel zijn,
waarbij we dan meestal zullen aannemen, dat tevens XgseessXy regel

zljn.

Transformatie van kwadratische vormen

We beschouwen een homogene cobvrdinatentransformatie met matrix P,

waarblj de oi.de veranderlijken zijn XgseeesX, €N de nieuwe x%,...,XA.
Volgens (9.4) geldt X = (xq,...,%x,) = P(x},...,x)) = PX' (det P # 0).
*1 x5
Z1j nu weer X ={ . = X' ={ 3 s dan geldt dus
X X!
n
(9.11) X = PX',

zodat volgens (9.10) geldt:

(9.12) £ = X AX = X' PTAPX' = X' TAIXY,

e s T

indien A' = PTAP.

Gevolg: f is ultgedrukt in de nieuwe cobrdinaten XhseaesX) WEED
een kwadratische vorm. Te bijbehorende matrix A' = PTAP is weer

symmetrisch (waarom?). ¢

Dus:
Stelling 9,13. Toepassing van covrdinatentransformatie (9.11) op

de kwadratische vorm f in XgseoesXy met matrix A heeft tot gevolg
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dat f weer een kwadratische vorm wordt in x',,..,xﬁ met matrix

At = PLAP,

Het stellen van X! = Y en A' = B geeft aanleiding tot de volgende

definities:

Tefinities. Twee regle kwadratische vormen XTAX en YTBY heten

equivalent als de ene in de andere kan worden overgevoerd door

middel van een res8le homogene covrdinatentransformatie. Zij heten

orthogonaal equivalent als de ene in de andere kan worden overge-

voerd door middel van een orthogonale coodrdinatentransformatie.

Opg. Bewijs, dat gewone equivalentie, zowel als orthogonale equi-
valentie van kwadratische vormen een reflexieve, symmetrische en

transitieve relatie is (zile blz.161).

Men zegt nu ook, dat twee reele kwadratische vormen XTAX en XTBX

equivalent zijn, als B Q AQ yéé%%gmatrlx is, die X AX in YTBY
overvoert d.,m.v. = QY (vgl. (9.11)).

Bestaat er een orthogonale matrix Q met deze eigenschap, dus

B = QTAQ = Q—qAQ, dan spreekt men van orthogonale equwivalentie
(vgl. blz.190). Ten aanzien van deze orthogonale equivalentie
geldt de volgende stelling:

Steiling 9,14, Twee reele kwadratische vormen XPAX en XTBX zijn

dan en slechts dan orthogonaal equivalent als hun matrices de-
zelfde eigenwaarden hebben met dezelfde multipliciteit.

Bewijs: Volgens stelling 8.11 zijn de symmetrische matrices A en
B beide te diagonaliseren d.m.v. orthogonale matrices. in een
diagonaalmatrix met als diagonaalelementen de eigenwaarden van A
en B. Aangezien deze in waarde en multipliciteit overeenstemmen
bestaan er dus orthogonale matrices P en Q, zodanig, dat

r = pTap = @TBQ en aus B = (7)) TPtarg™ T -
optare? = (paT)Ta(peT) = RTAR als R = PQ”.

Nu is R™ | = (QT)”P‘1 = (Q”“)QP”1 = (QT)lPT - @pT = R, zodat

ook R orthogonaal is., Daar B = RTAR zijn A en B dus orthogonaal
equivalent.

Omgekeerd volgt uit stelling 8.3 en B = - RUAR = R_qAR dat A en B

dezelfde eigenwaarden hebben met dezelfde multipliciteit.
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Gevolg:

Stelling 9.15. Iedere reele kwadratische vorm XTAX is orthogonaal

. 2 2 2
equivalent met de vorm k1x1 +X2X2 +..,+%nxn

, waarin Aq,kg,...,xn

de eilgenwaarden zijn van A,

Bewijs: Volgens stelling $.711 is er een orthogonale matrix P, die

Tap = pTap = PYAP. De vorm X'AX is dan

. . T _ 2 2 2
orthogonaal equivalent met de vorm X' IX = quq +7\2x2 +.,,+7\nxrl s

A diagonaliseert: L = P

g.e.d.

Heeft de kwadratische vorm XTAX nu de rang r en 1is s het aantal
positieve eigenwaarden van A, dan kan men de volgende stelling be-
wijzen over de splitsing van een regle kwadratische vorm in

retle kwadraten (als gevolg van stelling 9.15):

Stelling 9.16. Iedere regle kwadratische vorm XTAX is equivalent

2 2 .2 2
met de vorm g oo tXg IR Rt SUR
Ock geldt
Stelling 9.17. (Sylvester) Twee retle kwadratische vormen
_ 2 2_.2 2
= X4 +'°°+Xs Kgpq ™o Xp
2 2 2 2

en & = Jq +"‘+ys'_ys'+1_’“°-yr'
zijn dan en slechts dan equivalent als s=s8' en r=r',

2 2 .2 2 ..
We noemen de vorm X, +...+xg “Xg4q TeeeXp AN st.9.16 de retgle

canonische vorm van ledere equivalente vorm XTAX. Volgens stelling
9.16 en 9.17 geldt dus ook (vgl. blz.207):

Stelling 9.18. Twee regle kwadratische vormen zijn dan en slechts

dan equivalent als ze dezelfde retle canonische vorm hebben,

Een ander gevolg is, dat de rang r zowel als het aantal s der
positieve eigenwaarden van A invariant is bij codrdinatentrans-
formatie., Lit betekent, dat dus ook r-s invariant is en tevens
s-(r-s) = 2s-r. Dit getal 2s-r, aangevende het verschil tussen
het aantal positieve en negatieve eigenwaarden van A heet de
signatuur van de kwadratische vorm XTAX, Gevblg:

Stelling 9.19. Twee re&le kwadratische vormen zijn dan en slechts

dan equivalent als ze dezelfde rang en dezelfde signatuur hebben.

Een reele kwadratische vorm f(X) heet nietﬁnegatief definief als

f(X)» O voor alle regle X; positief definiet als f(X)> 0O voor alle
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resle X # 0 (niet-positief definiet als f(X)g O en negatief -
definiet als f(X)< O voor alle regle X # 0).
We geven nog de volgende stellingen:

Stelling 9.20. I'e kwadratische vorm f in n variabelen is dan en

slechts dan positief definiet als de Signatuur van de kwadratische

vorm n is.

Stelling 9.21. f is dan en slechts dan niet-negatief definiet
als de signatuur gelijk is aan de rang. '

Volgens stelling 9.20 heeft een positief definiete kwadratische
vorm signatuur n, Lus n = 28-r, zodat 2r ¢ nt+r = 28 ¢ 2r en dus

r=g=n. Het aantal positieve eigenwaardén van A is dus n, zodat
alle eigenwaarden van A dus positief zijn. Op blz.227 hadden we
een positief definiete matrix dan ook als zodanlg gedefinieerd.

Opm. Een ander criterium voor het positief definiet zijn van een
symmetrische matrix of van een kwadratische vorm is neergelegd

in stelling 9.5.

Bovenstaande theorie kan worden toegepast‘om kwadratiscne vormen
door een cobrdinatentransformatie te transformeren in een vorm
van eenvoudiger gedaante (canonische vorm). Beschouwen we een
algebraische vgl. van de tweede graad in 3 veranderlijken, dan
betekent dit transfor.atie van de vergelijkingen van kwadratische
oppervlakken in R3 (kwadrieken) in vergelijkingen waarin de

gemengde terimen tussen de veranderlijken ontbreken. Men kan dan
z0 komen tot een classificatie van de kwadrieken (regle en ima-
ginaire ellipsoiden, hyperboloiden, paraboloiden (niet-singuliere
.kwadrieken); elliptische,hyperboliscthe en parabolische cylinders,
kegels (singuliere kwadrieken); twee vlakken evt. samenvallend

(ontaarde kwadrieken), door beschouwing van signatuur en rang.

Teze analyse van de.kwadrieken zal ons te ver voeren; we zullen
de theorie hier slechts toepassen voor de classificatie van de
algebraische vglen van de tweede graad in twee veranderlijken,

voorstellende de zgn., kegelsneden in Rg,

Reductie van kwadratische vormen in 2 variabelen; classificatie

van kegelsneden ¢

Volgens stelling 9.15 kan iedere kwadratische vorm f£(X) in
2

_ _ 2
X = (xq,xg), dus f = a, ,x,"+2a X X,ta,oX," door een orthogonale

cotrdinatentransformatie getransformeerd worden in de eenduldig
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bepaalde canonische vorm xq X%2+7\2xé2, met k1 en X2 de (reelel)

eigenwaafden van de ‘symmetrische matrix
( 2491 212 )
A=1a _a
12 22
Er bestaat dus een orthogonale matrix P,‘en zoals eenvoudig kan

worden aangetoond, zelfseen eigenlijke orthogonale matrix P met
pTap=pap =1 = (219
0 2,

~draaiing van het assenstelsel te bewerken,

Te transformatie is dus door een

Volgens stelling 8.5 (zile ook 8.12) bestaat P uit onderling
orthogonale eigenvectoren van A. Volgens blz.225 zijn de kolommen

rolpe
van P julst de kentallen van de nieuwe basisvectoren f. t.o.v. de

oude basis gi' De nieuwe cobtrdinaatassen lopen dus in de richting
van de eigenvectoren van A, Volgens stelling 3.12 ziyn er altijd
2 onderling orthogonale eigenvectoren, hetgeen bevestigt dat door
een draaiing van het Cartesisch cotrdinatenstelsel in R2 de kwa-
dratische vorm f te transformeren is in de gegeven eenvoudige ge-

2

daante kqxa +R2xé2, waarin dus de gemengde term ontbreekt.

Stellen we de kwadratische vorm f(X) gelijk aan een constante
(=—a33), dan stelt de vergelijking

- o o ~
(9.13) 8%, F 2a, %K, oA X"t 33 = 0
een (nog niet algemene) kwadratische kromme voor in R, (een kegel-

snede, evt, ontaard in rechte lijnen).

Hoe we deze vgl. (9.13) kunnen reduceren tot een van eenvoudiger

gedaante, lichten we toe aan het volgende voorbeeld:

Vb. Een kromme in R, heeft (op een Cartesisch coSrdinatenstelsel)
tot vergeligking 4Ox12+36x4x2+25x22—52 = 0, Gevraagd de vergelig~
king van deze kegelsnede te transformeren in z'n eenvoudigste
gedaante en te onderzoeken met wat voor soort kegelsnede we hier
te maken hebben,

Opl.: We bepalen eerst de eigenwaarden en de eigenvectoren van de
matrix A = ﬁg ;g ), die bij de homogene kwadratische veelterm
behoort van het linkerlid van de gegeven vergelijking. De elgen-

waarden van A zijn de wortels van diens karakteristieke vérge-

11jking:
4O - A B |2 0w 2°-65n + 676 = (l'52)(“}43) =0 M =05

% =
kg 13.

18 25 —k!
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Bijbehorende eigenvectoren zijn resp. (3,2) en (-2,3). Brengt men
in deze richtingen de nieuwe covrdinaatassenaan (voer dus een

draaiing uit), dan is op deze nieuwe assen de vergelijking vanae

] (2 2 oA 2, xh2e
kegelsnede: 52X1 + 13k2 52 = 0 of x4" F - =1,
voorstellende een ellips met O als middelpunt en halve assen wan
lengte 1, resp. 2 (zie figuur). N xpmas
/‘\
-
fo

\

Beschouwen we de zaak weer wat algemener, dan zullen we de vgl.

(9.13) altijd kunnen overvoeren in een van het type

2

1 2 '
(9.14) | A + Rgxg oR

,IX,] +a33 =

211 212
waarin A, en A, de (regle!) eigenwaarden zijn van A =
1 2 a2 220

en wel door draaiing van het (cartesische) cotrdinatenstelsel (zie

stelling 9.15). Le soort kegelsnede, die bij (9.14) behoort hangt

af van hé&t positief, negatief of nul zijn van A 12 en ags. We
onderscheiden daarom de volgende gevallen (+ = positief, - = nega-
tief):

A

1 M2 B33 |

+ + - reele ellips

+ - - hyperbool niet-ontaarde kegel-

- - - imaginaire ellips sneden

+ + 0

+ - 0

+ 0 - lijnenparen (evt. samenvallend): ontaarde

- 0 - kegelsneden

+ 0 0

Opgave: Verifieer in deze tabel bi,j de gegeven tekencombinaties het
er achter vermelde type kegelsnede. Geef van de 5 onderste gevallen
aan met wat voor soort 1lijnenparen de tekencombinaties correspon-

deren,
2

Aangezien bij transformatie van de matrix van een kwadratische

vorm (zle blz}gjﬁQ\de eigenwaarden van de matrix invariant blijven,
e.v;
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kunnen we wat de tekens van kq en kz betreft uitgaan van de
vorm (9.13). De elgenwaarden worden bepaald uit de karakteris-

a -
tieke vergeli jking ! aﬂﬂ :12—1 {= 0 of
12 22

(9.15)  A%- Aayghayy) + a4 Ppp-aqn = O-

Te discriminant van deze vierkantsvergelijking (9.15) in A is
gelijk aan D = —M(aqqagg—aﬁg) + (a,l,]+a,|2)2 = 4a§2+(a11—a22)2.
Feze discriminant is dus 3 O, hetgeen uiteraard ook het geval
moet zijn, omdat een reele symmetrische matrix ook re&le eigen-
waarden moet hebben. Uit (9.15) volgt dat het product der eigen-
waarden gelijk 1s aan aqqagg—a;;, Is dit positief, dan X1 en xg
hetzelfde teken (wus ellips en imaginair snijcend 1ijnenpaar);
is het negatief dan %ﬂ en kg verschillend teken (hyperbool, regel
snijdend 1lijnenpaar); is het gelijk aan O dan een der eigenwaar-
den O (waarom niet belde?) (evenwijdig lijnenpaar, evt, samen-
vallend). We komen dan zo tot de indeling gegeven in de syllabus
CR - Am blz.10,711 (uitgezonderd de parabool), De vermelde kegel-
sneden zijn alle zgn. middelpuntskegelsneden. Ze hebben namelijk

alle een middelpunt en assen van symmetrie door het middelpunt.
De parabool heeft geen middelpunt en ontbreekt dus in de gegeven
tabel, Deze zal echter wel logisch te voorschijn komen als we de
algemene vergelijking van de tweede graad waarvan (9.13) slechts
een bijzonder geval 1s, nader analyseren (zie ook Cr-Am blz. 10,
11).

Opm. Vindt men bij de analyse van de vgl. (©.13) als kegelsnede
een hyperbool, dan is deze steeds reegel. De asymptoten-richtingen
vinden we door het O stellen van het kwadratische gedeelte van

2 2 _ .
(9.13): a, %, +2a X X5 + agoXs" = O (zie Analyse II, Meulenbeld
en Baart, blz,168). Deze richtingen zijn orthogonaal als

+ ans = 0 (zie (9.15)); %e hebben dan te maken met een

G99 T %22
orthogonale hyperbool (kenmerk 849 = "@pos a33 £ 0).
Geldt a,, = @55 en is a, = 0, 333 # 0, dan hebben ge een kromge
van de elliptische soort. (9.15) gaat dan over in A -2a111 ta,; =
2
= (A-aqy)
tekent, dat er een waaler van asrichtingen is in Re,-We hebben

= 0, De eigenwaarden zijn dan dus gelijk hetgeen be-

dan te maken met een cirkel. In een cirkelvergelijking ontbreekt
de gemengde kwadratische term, terwijl de coefficienten van

X en x22 gelijk zijn. In een voorbeeld zullen we hierop nog

1
terugkomen,
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Zij gegeven de algemene vergelijking van de tweede graad 1n X, en

X~ met reele coefficienten: -

2

2 2 _
(9.16) 8qq%X5 t 285X Xy toassXs t 2a,|3><;,l + 2a23x2 tagy = 0.
Gevraagd door middel van een covrdinaten-transformatie de vergellj~
king (9.16) te transformeren in z'n "eenvoudigste gedaante" en de
bijbehorende krommen'(kégelsneden) in R, te classificeren,
Onderstel hier steeds, het gegeven (xq,xg)-stelsel Cartesisch.

Eerst gaan we in R2 het covrdinatenstelsel evenwijdig verschuiven,
met het doel te proberen de termen van de eerste graad weg te wer-
ken. Zij de nieuwe oorsprong O'(aq,ag), dan is de bijbehorende
covrdinatentransformatie voor deze translatie:

(9.17).

Op het nieuwe covrdinatenstelsel wordt de vergelijking van de
kromme (subst.(2.17) in (2.16):

1 2 ' 1 L 2 T I |
aqq(xq+a1) +2a12(x1+a1)(x2+a2)+a22(x2+a2) +2a13(x1+aﬂ)+2a23(x2+

a2)+a33= 0
of o
2 1o i 5 : i
_ a4 X4 t2a X x +a22£é+(2a11a1+2a12a2+2a13)xq+(2a12a1+
(9.18) \ o s
2a22a2+2a23)x2+(aq¢a1+2a12a1a2+a22a2+2a13a4+2a23a2+a33)= 0,

Stellen we de coefficienten van de x;Aen,xé_in (9.13)gelijk aan O,

dan geeft dit de volgende lineaire vergelljkingen in a, en as:

a41a1+a12a2+a13 = 0

a_ ~a_ ta~~a~ta O

(9.49){ -
1271 72272 723 :

¢

Het stelsel (9.19) bestaat uit de zgn middelpuntsvergeli jkingen

voor de bepaling van a, en ay. Immers, indien het geluk?t a, en a,
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op te lossen uit (9.712), dan is de nieuwe oorsprong O'(aq,ae)
middelpunt van de kegelsnede ()?16). Op deze manier kunnen we

dus bij een middelpuntskegelsnede (zie blz. 244) het middelpunt
bepalen, '

>Opg. Bewijs dat als f(xq,xg) gelijk is aan het linkerlid van
(9.16) de twee vergelijkingen van (9,19) overeenstemmen met de
vergell jkingen:

bzqff(x1,X2)= 0 en;%é £(x4,%,)= O voor x,=a, en x,= a,. (zie CR -

Am blz. 10).
Heeft een kegelsnede een middelpunt, dan is dat middelpunt op te

vatten als de pool van de oneigenlijke rechte t.0.v. de kegelsne-
de . Een lijn door het uiddelpunt heet een middellijn, Twee mid-

dellijnen heten toegevoegd als de een poollijn is van het oneigen-

lijke punt van de andere t.o.v. de kegelsnede.

(2.19) 1s dan en slechts dan oplosbaar naar a, en 32 als de ma-

trices’

a_, .8 8., @.n &

A= (a11a12> en B= (aqq_aqg 13) dezelfue rang hebben (stelling
21922 12 “22 823 :

6.5, blz. 90). Tit is dan bijv. zeker het geval als A niet-singulier

a, ., & :
is: [Al=| 11 712} 0, want dan hebben A en B beide rarg 2,
812 222

We onderscheiden nu 2 gevallen:

a) (9.19) oplosbaar: stellen we de constante term in (9.13) gelijk
33

aan a' en is voldaan aan (9.13), dan wordt (D.13):

2 t o 2 1 _
(9.20) a4 4%4 " 2a oK XptanssXh tazy = 0.

Op deze vergelijking is de reeds behendelde theorie van blzf242—
244 onveranderd toe te passen, want (9.13) is equivalent met (9,20).
Een draaiing van het assenstelsel bewerkt dat (2.20) verder kan
worden gereduceerd tot het type (9.14).




Opg. Bewlijs, dat de draallngshoek:@, waarover het oobrd1naten~

-y
11 8op

stelsel dient te worden gedraaid gelijk ic aan %'arctg

(zie Cr - Am blz. 11).
Hoe kunnen we bijv., de vergelijking van de orthogonale hyperbool
X X 5= 1(zie blz. 244) transformeren in de vergelijking xag—xé2= 2 ?

( zie Cr - Am blz. 9).

Te bijbehorende kromme behoort tot de op blz, 243 gegeven tabel .
Het middelpunt is x%= O,xé= 0, corresponderende met (zile 9.47):X1=a1,

as. Le nieuwe covrdinaatassen zijn volgens (9,20)_assen,van sSyin-

metrie (splegelbeeldsymmetrie, een as van symuetrie is een widdel-
1ijn, die loodrecht staat op z'n toegevoegde, zie '~ ~ug),
Opgave 1. Bewijs dat bij een cirkel toegevoegde middellijnen on-
derling orthogonaal zijn. Elke middellijn van een cirkel is dus
symmetrie-as.

a

a
11 3qp @

13 11 212
Opgave 2. Bewijs, dat als H= 84p 8pp 8y [eN A={ a niet-
12 22
a,, a
13 %23 ?33
singulier geldt a' = AL
33 Al
Is |H| = 0, dus H wel singulier, en |al# o, A nietﬁsinguliér,da; is

de kegelsnede ontaard (inr.chte lijnen) en omgekeerd. Bewijs dit.
We hebben dan te maken met een imaginair- of regel-snijdend 1ij-
nen paar.

b) (9.19) niet oplosbaar: (9.16) is dan niet in de vorum (9.20)
te transformeren. We hebben dan te maken met een kegelsnede zonder
middelpunt,

(9.19) is dan en slechts dan onoplosbaar als de rang van A gelijk
1s aan 1 en die van B gelijk is aan 2(A is niet een nulmatrix,
want we onderstellen (9.16) echt kwadratisch).

Teneinde (9.16) toch in een eenvoudige gedaante te transformeren,
~voeren we een zodanige draaiing van het covrdinatenstelsel 1 t,
datde*gemengae kwadratische term in de nileuwe vergelijking‘weg-
valt m.a.w. we transformeren A eerst in de diagonaalvorm,

Hlertoe bepalen we de eigenwaarden van A uit dlens karakteris-
tieke vergelijking |A-aIl= ( a4, K)(a2 -A)- a O
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19800~ 12)— O (zie blz. 244). Daar|Al = 0, geldt

dus 3 —(a11+a22)k = 0=} = a11+322,k2= 0.

(Van een singuliere matrix is zeker een eigenwaarde geliljk aan

nul, waarom?)

Teze waarden van XA worden de coefficignten van x4 en xég
A transformeert zich dan (met behulp van een orthogonale matrix
P met als kolommen onderling orthogonale eigenvectoren van A,

>"10) en de vergelijking (9.16) wordt

zie blz. 242) in de matrix (O'O

dus van het type

(9.21) K1x' +2a13y1+2a23 2 834~ 0.

Opg. Bewljs dat )ﬂ # 0 en a23 # 0.

Toor het nieuwe cobrdlnatgnstelsel evenw1ga1g te verplaatsen naar
13 413 - 933
W TPNETy | PR
op het thans verkregen stelsel ( ga dit na);

hét punt 0O (- ), vinden we alsvergelljking

-

2
i} | I
(9.22) LSS +2a23x = 0,

a.,i. dus een paraboJl met de nieuwe oorsprong als top, de x%—as
(ﬂ;r-as) als as, en de xq— as ( Ux - as) als. topraaklijn.

Zijn in dit geval D) 84 €0 as, 1n (2.16) beide O, dan heeft B
slechts dan de rang 2, als aqq%fo en a23% O.

_ , 811 812
Zijn 240 €N 85y niet beide O, dan heeft B, wegens |, a = 0,
ot 12 22
Gq2 213 . : o
alleen de rang 2 als C =( 8s5 23) niet-singulier is; m:z2n kan be-

C ,
wijzen, dat in (92.21 a. gelijk is aan a,.= -wi—i~—— , dus # C,ralslc|#0
23, . 23 L? -2
' ’ 12 722

(zie ook opg. boven). Indien a,, en a,, in (2,16) niet beide 0O
zijn, is A singulier tezamen met C niet-singulier, dus de ncdige
en voldoende voorwaarde, Opdat de kegelsnede voorgesteld door
(9.16) een parabool is. Zijn a,, en a,, wel belde 0, dan is de
kromme alleen dan een parabool als a, ,# O en a23% 0.

Hoe we van een parabool de asrichting en de as kunnen bepalen

lichten we toe aan het volgende voorbeeld:
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2 ' 2 4 -
vgl: 9x1—24y1§?+16x2—6x1—17X2+16 = Of
9-12

faf=1_%2 46

me een parabool,

-12 -3 - :
=0, ‘CI = ].16 R 150 # 0, dus krom-

A heeft als eigenwaardau%1=a41+a22= 25,k2= .

Ie asrichting van de parabool wordt bepaald door de bij
k2= O behorende eigenvector (4,3). (Xq,X2)=(4,3) is
immers een oplossing van het aan O gelijkgestelae kwa-
dratische gedeelte van de vgl: 9x12—24x1x2+16x22=0,
(Meetkundig beteként dit dat de parabool raakt aan de
onelgenlijke rechte van het platte viak,zie verderop).
Een normaal-vector odee asrichting heeft dan de rich-
ting (3,-4), d.i. de richting van een eigenvector be-
horende bij )&/‘=25°

We kunnen volgens de voorgaande thecrie de top van de
parabool vinden door bepaling van de oorsprong van het
cobrdinatenstelsel, waarup de paraboolvergelijking de
gedaante krijgt van (9.22). We doen het hier eens an-
ders, namelljk door ce parabool te snijaen met een 1ijn
in ae richting (3,-4) zodanig, dat er twee samenvallen-
de snijpunten zijn (samenvallend in de fop)°

Snijd dus de parabool met de 1lijn MX4+3x2+c% U en be-
paal q zodanlg, dat de gevormde vierkantsvergelijking
ter bepaling van de snijpunten samenvallende wortels
heeft. Enig rekenwerk geeft dan g=-5, TIe top heeft

dan de cobrdinaten JZ-, 12). en de parabool-as de
25 25

parametervoorstelling: X = (%%,-%%)+ A(4,3). Kiezen
we O!' in de top vanqde parabool, de xi—as langs de
topraaklijn en de X5-as in de asrichting van de para-
bool (Bé' gericht naar het "parabool inwendige"), dan
is de vergelijking van de parabool op het zo verkregen
stelsel van het ﬁype (9.22):

25x12-15x%. = 0 of 5x4°-3x. = O (ga dit na)
1 X2 = O 1 3X2 = g 1 . .

Thanégevenwe nog een aantal voorbeelden van niet-ont-
aarde middelpuntskegelsneden (hyperbool, ellips (cirkel)):
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Vgl: 2Xi+8X,]X2%2X§—4x,]—4x2—1 = 0.
124 24 -2 :
IA‘ ” I: - 12 # 0 ,H=| 4 2 -2] =28#0. Volgens op-
+2l -2~2 -1

gave 2 blz 2h7 is de kegelsnede dus een nlet-ontaarde
middelpuntskegelsnede, dus een ellips of een hyperbool,
e eigenwaardenvah A zijn de wortels va? §2—1)2~46=O~%)»q
6N = : s a L __ 28 _ T
—ng— 2, Volgens genoemde opgave 1is aSB—TKTw = =7

ILe vergelijking op nieuwe covrdinaten wordt dus volgens

R 2_ 2 T _
(9.14): 6x}p7-2x) 5= O.
Volgens de tabel op blz 243 is de kegelsnede dus een

hyperbool. Oy

+4x2~2=0

/]
-2=0 M€

‘L4X,I+2X v

Uit de middelpuntsvergelijkingen (9.10)
2

. 11
als oplossing (X1K2)_(§33)

volgt het middelpunt M= (%-, %} van de hyperbool,

Ie asrichtingen liggen in de richting van de eigenvec-
toren (1,1) en (1,-1) van A. Ie asymptoten zijn ae lij-
nen door M in de richtingen (-2+V§,1) en (-2-Y3,1), d.z.
dé asymplotische richtingen bepaald uit de homogene kwadra-
tische vergelijking 2x§+8x X +2X§= 0. (zie blz. 244),

172

Ie covrdinatentransformatie van (x )- cobrdinaten in

152
(x',x’) - cotrdinaten luidt (x,V2 = x! - XA V2
1°%2 (R B .
x2V2 = x! + x'+ 3 Vo
1 2
Opm. Te voorwaarde voOor een ofthogonale hyperbool is volgens
blz, 244 a4~ - a22,a33% 0, dus bi‘v. xx5= 1 =0 (zie
opg. blz.2U47.,) stelt een orthogonale hyperbool voor.
Vb- v 1-'7 x2~4x X +4X2—6x -12x,.,-9 = 0
Yb. 3 Vel: 4TI AR TR TOR 2 y
¢
5 : —'2 "3
k] _2 7
lal = | Tz 4{ =24 £ 0, |H| =|-2 g —6)= - 576.
, -3-6 -9
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Ie kegelsnede is dus weer een ellips of een hyperbool.

Te e%g?nwaardb%van A bepalen we uit (7—%)(4—%)-4=O—@>ﬂ=3,kgzd,
R = I 4> R
337 0AT < T Ter T T A

Te nieuwe vergeligking worot cus volgens (2.74) 3&{2+5Xé2-24 = 0,
Volgens de tabel op blz. 243 is ae kromme dus een ellips. Het mid-

delpunt M volgt uit (9,13):{_g§1;§§2:g - 8 ~ M (1,2).
g 2 h

Te as-richtingen van de ellips vinden we uit de richtingen der ei-
genvectoren van A, dus (1,2) resp. (2,-1).

) xq 5 = x;—2x5+%g
Te covrdinaten~transformatie 1u1at{:xé/g =2x%+xé+2vg°

Op de nieuwe cobrdinaten is dus de vgl. van de ellips 3x{2+bx§i24= 0
xfE :mg

2 =
232 (f)°

kleine as: VE,

of 1. Tus lengte halve grote as: QVE, lengte halve

al=| 2 91 =1 %0, |u] =s _%_g_i% ; = -16.

Te eigenwaarden vac A vallen sauwen, zign gelijk aan 1.
I1t betekent, dat bij alle richtingen in het platte viak
symmetrieassen behoren. Blijkbaar is ce kegelsnede aan
dus een cirkel (in overcenstemming met blz. 244, want

a ,78,0=1 en a,,=0 zie ook opg. 1,blz 247 )). Het mid-

delpunt M volgt uit de middelpuntsvergelijkingen

’xq—ﬂ = 0 (
et ] 2).
X2"‘2 — O 1\/IB )

xqéx +1

T'e covrdinaten-transformatie (translatie) luidt { .
+2

N ~ o -

X2=X
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1
a33=%%% = -16, Le nieuwe vergelijking luidt x%2+xé2—16 = 0.
Ieze vergelijking volgt eigenlijk direct uit de gegeven vgl,

2,2 2 2 -
want x%+x5-2x -hx,-11= (x4-1) +(x,-2) -16=0. Le straal R van

de.cirkel is R = &4,

Bewljs, dat &, 4%80p > a12=0 bij een niet ontaarde kegelsnede

Jjuist de voorwaarde 1s voor een cirkel,

Opm, 1 Zoals uit het voorgaande volgt is bij samenvallende eigen-

waardenvan A elke richting een richting van een symmetrie-
as van de betreffende kegelsnede (een cirkel). Is de kegel-
snede nu een ellips, die"bijnd een cirkel is, dan zijn de
eigenwaarden van A 'bijnd' aan elkaar gelijk. Het is begrijpe-
1ijk, dat in dit geval de as-richtingen van de ellips nummeriek
moeilijk zijn te bepalen. Leze asrichtingen zijn ouk juist
de richtingen van de eigenvectoren van A, Het is inderdaad
een bekend feit, dat bij bijna samenvallende elgenwaarden

van een matrix, de precisie waarin de eigenvectoren
kunnen worden bepaalda, zeer sterk afhankelijk is van het

relatieve verschil der eigenwaarden (zie syll. N.W. II, hfdst.7).

2.Hebben we te maken met een niet-ontaarae kegelsnede, dus

een hyperbool, ellips of parabooli, dan gelat voor de

hyperbool : JAj< G

ellips : A} >0

parabool : ] Al= G (zie Cr-Am, blz. 10,11).

Immers : IAI is het product van de <igenwaarden }W en Xg

van A (zie opg. 4 biz. 189). Volgens de tabel op blz. 243
geeft }A{< O (»0) een hyperbool (ellips). Volgens blz.248
is IA‘ = 0 bij een niet-untaarde kegelsnede juist de voor-
waarde voor een parabool.

We kunnen deze onderscheiding ook nog langs andere weg vin-

den. Wij schrijven hiertoe de algemene vergelijking (9.16)

in homogene covrdinaten (zie bijv.blz. 154) door te s$tellen

Xq X2

(9.16) gaat dan over in de howmogene vergelijking:
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2 2 2
+ + =
(9.23) a4 &512a X X, a22X2‘2a13X1XO+2a23X2XOfa33XO 0.
Te oneigenlijke punten (de "punten in het oneindige") van de
kromume zijn haar snijpunten met de onelgenliijke rechte ( ae
"rechte in het oneindige") die de vergelljking heeft XO=O° Te
homogene covrdinaten van caeze snijpunten vinden we dus ult de
2

vergelijkingen XO=O en a41X§+2a42X1X2+a22X2= O, Ieze laatste

vergeligking luidt in niet-homogene cobvrdinaten:

2 _ o
(2.24) a11x1+2a12x1x2+a22x2- 0.

Teze vergelijking ontstaat dvor het tweede graadégedeelte van

(2.16) gelijk aan O te stellen. Ie giscriminant van dit tweede

2
(o8 qPpp= ~ 18]

a) Is D >0, dus QA‘<O, dan heeft de kromaue 2 cneigenlijke punten.

graadsgedeelte is D = a

7e is dan van de hyperbolische soort (hyperbool of twee reeglsnij-

dende lijnen).
b) Is D <O, dus lA}>»O, dan heeft de kromme geen oneigenlijk punt.

Te kromne is van de elliptisciie scort (ellips(als bijzonder geval

bijv. een cirke.) vi twee. inaginaire 1ijnen ale elkaar reegl snijg-
den). We oncerscheiden reg.e en imaginaire ellipsen., le laatste

hebben geen enkei reeel punt, bijv. ae imaginaire cirkel xa+x§+1=0.

Te richtingen (1,1) en (1,-1) (waarbiy 12=~1) zijn de zgn. isotro-

pe richtingen ; in deze richtingen liggen de oneigenlijke verre

punten van een willekeurige cirkel.

Het imaginaire 1lijnenpaar heeft 1 reeel punt( het gemeenschappe-
1ijke snijpunt) bijv. x?+xg= 0, enige reele punt (xq,x2)=(0,0),
¢) D =0, dus |A] = 0. Het iinkerlic van (9.24) is dan een vol-
komen kwadraat. Le kromme heeft één oneigenlijk punt (twee samen-

gevallen oneigenli jke punten)., Ie kromme is van de parabolische

soort ; ze is een parabool of bestaat uit twee evenwijdige ( of
samenvallende) rechten (indien niet sawenvallena dan reeel of

imaginair evenwijdig 1ignenpaar).

Een kromme van de hyperbolische scort snijdt dus de oneigenlijke

recnte in twee oneigenlijke reele punten {(9.24) heeit een posi-

tieve discriminant). Een kromme van de elliptische soort snijdt
de oneigenlijke rechte niet reeel {(9.24) heeft een negatleve dis-

criminant). Een kromme van de parabolische soort raakt aan de
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oneigenlijke rechte ((9.24) heeft een discriminant, die geligk

is aan 0),

Bij een kromme van de hyperbolische soort bepaalt (2.24) guist
de beide asymptotische richtingen (vergelijk Meulenbeld en
Baart, II, blz. 160, zie ook blz. 244).Te asymptoten zign de 1ij-

nen in deze richtingen gaande door het midaelpunt M. Bij een
reeel lijnenpaar vallen de “asymptoted{met deze 1lijn samen; het

middelpunt van ce'kegelsnede" 1s het snijpunt van deze lijgnen.

Ontaarde kegelsneden,

a) Uit vgl. (9.20) volgt, dat bij |A}] # O, dus bij een kromme
van de hyperbolische of elliptische soort, ontaarding optreedt

(d.w.z. dat de kromme bestaat uit recnte lijgnen), als aéB =

%%%= 0 ( zie opgave blz 247 ), dus |H| = 0 en omgekeerd.
Ontaarding in een snijdend 1ijnen-paar treedt dus bij
[A] # O dan en slechts dan op als |H| = 0. Bij |A}< 0 : twee

reele snijdende lijnen, bi}j lA}>O: twee imaginaire 1ijnen met

reeel snijpunt.

, 2 2 ~
Vb.5. Vgl. x5-% X,-2x5+2% +11%,-15 = O.
1 1 —% 1
1 - 35 3 B
lat- -1 - 1= - A s |l = |3 -2 55| = 0.
1 5z-15

Te kegelsnede is dus ontaard in twee re&le elkaar snij-

dende rechten. Het snijpunt, d.i. het middelpunt van de
"kegelsnede'", bepalen we weer ult de middelpuntsverge-
lijkingen (2.12):

-1 =

{xq 2 1 o)
—%X1—2X2+5% = 0

Te richtingen van de snijdende 1lijnen worden bepaald ult
2 . X,-2X2 = 0

X=X XpmeXy = O.

~+(2,1) en (1,-1). Ie lijnen zijn x,-2x,%5 = O en’

X tX~=3 = O,

172
Te gegeven vgl, is Jjuist het product van deze twee verge-

1ijkingen.
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2,2
vgl. x1+x2—6x1+9 = 0,
1 0-3
Ial=]0 9l =1#0 , Ju]-jo10}=-0.
O/] o} Al
-3 03
Lus twee imaginaire 1lijnen met reegl snijpunt.
X, - 3 =20
Het snijpunt bepaten we uit 1 v = O,}w#( 3,0 ).
\.2_

Ie lignen hebben de isotrope richtingen (1,1) en {1,-1).
Le 1ijnen hebben de vergelijkingen-xq+ixg‘3 = 0 en

X —1x2~3 = 0, Leze lijnen hebben inderdaad als reegl

1
snigpunt (3,0). Te gegeven vgl, is weer het product

van deze twee vergeligkingen.

b) Is |A] = 0, dan treedt in dit parabolische geval
ontaarding (twee // (evt. samenv ) lignen) op als de
"kegelsnede'" wel over minstens één middelpunt beschikt,
m.a.w, als (9.19) oplosbaar is, d.w.z. A en B beide de
rang 1. ’Er is dan een lijn van middelpunten. Teze lijn
ligt '"midaen tussen" de twee evenwijdige lijnen en zal

er alleen mee saumenvallen als de belde lijnen samenvallen,

Van beide gevallen geven we nog een voorbeeld,

0.

Vgl. 4X?+12A1 <%, 2 ux +6x2
. . 4
}As =‘6 9 = U, B (6 g ) heeft de rang 1.

Middelpuntsvergelijking ( 2.12): 4x1+6 Xpt2= O =
2x1+3x2+1 = (O,

Aangezien deze lijn midden tussen de twee evenwijdige
lijnen ligt is (2x +3x%, +1+,,,(2y +3x +1—~)identiek gelijk
aan het 1inker11d.van de gegeven vergelleing, zodat
(1+2) (1-2) = -3 en dus ¢c= + 3,

Te kegelsnede is dus ontaard is de twee reele evenwij-
dige 1lijnen 2x1+3x2+4 = 0 en 2x1+3x2-2= 0.

Was de constante in de gegeven vergelijking i.p.v. -3
gelijk aan +2 geweest, dan wordt ¢= + 1

en de vergelijkingen der twee evenwijdige imaginaire

1) In dit geval is dus ook ]H‘ = 0 (zie blz. 246 ,247).




WR - A 256

lijnen: 2x1+3x2+1+1= 0 en 2x1+3x2+1—1 = 0,

2 2
Vb, 8. Vgl. 9X1+16X2~24X1X2—30X1+4OX2+25 = 0,

fal = _%2‘32}= 0, B =<~%2_Jg ~;g) heeft de rang 1.

Middelpuntsvergelijking (2.12): 9x1—12xg-15= 0 3X1—4X2—5 = 0,
Aangezien (—5)2= 25 is de kegelsnede ontaard in de twee
samenvallende 1ijnen 3x1— x2—5 = 0.

Inderdaad is het linkeriid van de gegeven vergelijking

gelijk aan (3x1-4x2—5)2
Opgaven
1. Gegeven 1s de functie f(xq,x2)= 7Xﬁ—4X1X2+4X§ met bijbe-

horende symmetrische matrix A;<; _§)°

a) Geef de eigenwaarden van de bij A behorende homogeen
lineaire vectortransformatie,

b) Eveneens de eigenvectoren,

c) Staan deze vectoren loodrecht op elkaar?

d) Iraai het assenstelsel zo, dat ae nieuwe basisvectoren

in de richting dezer eigenvectoren vallen., Lruk de oude
1

1 1

covrdinaten (qu ) in de nieuwe (xq,xé) uit.
H

e) Ook omgekeerd (xq,xg) in (xq,xg).

f) Hoe transformeert zich f(xq,xg)?

g) En hoe als we aan f nog toevoegen de termen 4X1+3X2"13?

2, Bepaal voor verschillende waarden van a aard en ligging van

de kegelsneden gegeven coor de vergelljking. x3+4xg—4x1+

3x2+4a = 0.
, . . 2 2 .
3. Lezelfde vraag voor de vgl, 4x1—x2—2x2—a = 0,
by, Lezelfde vraag voor de vgl, xi+4ax2—4xq= 0.
5. Bepaal aard en ligging van de kegelsnedeninet vergelijking:
a) 5xo-2x % +5x-+2x 42X, 45 = O
S B2 2 1 2 °
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xi—Ex X +X2-2x +4x2+1 = Q.

2 o 2 X
52X1—72X1X2+(3X2+40X1—220X
2x’ +6x ot

2 2 _
11x1—24x1x2+4x2-22x1+24xg+6

Ox

1

4x%+4x X X

16X1+9X2~24X1X2—!7X1+6X2+|6

1770 72 1

2+1OO = 0

2

2-2A -6x +1 = O,

li
C.

1—6x X tx o Hhox Sy A = O,

1Te 2 1 o2

x2+2x X +X2—2X -2x.+2 = 0,

172 72 1 2

2 - B
%o 2+12X1+OX2+9

1
O

i
O

2 4. 2.ro _
X 4,{,]><2~Hb<;2+ox,I 4x2+3 =

1
x?—2x1x2+x§~1 = 0.,
xa -2—14x1+2xg+41 = 0
x§+xg = 0.
3 2+4
Onderzoek ce kegelsnede, voorgesteld door de matrix-

vergeli jking:

/1 2=\ [ %4
(qu?ﬂ) 2 4 1 xo |= O,
- . O 0 2 4

Schrijf de algemene vergelijking (9.16) in ueze vorm.

Bepaal van de hyperbolen ult cpgave 2 de asymptoten.

4

‘Tce hetzelfde voor de hyperbool: x2+x1X2~6x§+10x1+5x2= 0

1
Bepaal a zo, dat de - ~zelljkindg
2 2
e — -
xq+ax1X2,!_d+1OY‘ 2Ox2 a Q




v WR - A 258
een parabool voorstelt. Bepaal vervolgens van deze parabool

de as, de top en de parameter (p).

10. Gemengde herhalingsvraagstukken

1)

2)

3)

%)

5)

Stel S is de deelruimte van R.,, opgespannen door de vectoren
(1,2,-1) en(2,1,0), en T de deelruimte opgespannen door
(1,-1,0) en (0,1,1).

Bepaal een vector # nulvector behorende tot SnT (doorsnede).
Uit welke vectoren bestaat SUT ( vereniging, ook wel aange-
geven door S+T)?

Bewijs, dat als twee deelruimten S en T van Rn onderling
orthogonaal zijn ( zie opg. 5, blz.220) de doorsnede ST
slechts bestaat uit de nulvector.

Geef een meetkundige interpretatie van het Gram-Schmidt
orthogonaﬁisatieproces in R, en R3 (blz.216).

Construeer met behulp van dit proces een orthonormale

basis uitgaande van de basis (2,4,3), (0,4,2), (3,3,7).
Bepaal in R4 twee onderling orthogonale vectoren, die
orthogonaal zijn met de ruimte opgespannen door de vectoren
(1,0,1,0) en (2,4,3,1).

Als in een gemetrlseerde ruimte de lengte van de vectar??
wordt voorgesteld door [x] te bewijzen dat
]x + yl —]xl ly} dan en slechts dan geldt, als de vectoren

x en y lineair afhankelijk zijn.

Gegeven zijn in R, de vlakken:

>
U: 2Xx + y +22-1 =0, V: 6x - Uy -2 -5 =
We X + 3y +2 +2 =0,

1

Gevraagd:

1) De vergelijking van het vlak door de oorsprong 0O, gaande
door de snijlijn s van U en V.

2) De vergelijking van het vlak door s loodrecht op W.

3) De coBrdinaten van het snijpunt S van s en W.

4) De vergelijking van het vlak door S loodrecht op de vector
(1,2,-3).




5) De
6) De
en
7) Te
8) Te
be
9) Te
de
10) De
11) De
me
Ev

6) ZiJ
Cart
We d
hoek
asse
Daar
ind
Bewil

WR- A 259

vergelijkingen van de projecterende vlakken van s.
hoeken te bepalen, die s maakt met de cobrdinaatassen '
de cobrdinaatvlakken.

bewijzen, dat S ligt in het vliak x + y + 2z = O.
onderzoeken of dit laatste vlak tot de vlakkenschoof

hoort, bepaald door U,V en W.

onderzoeken welke vlakken van deze vlakkenschoof door
oorsprong gaan. Wat vormen deze vlakken?

afstand van de oorsprong tot de vlakken U, V en W.
snijpunten te bepalen van de lijn ¥ = (0,1,0) + %(0,0,1)
t U, Ven W,

enzo van de lijn gegeven doori{7x + 21y = - 19
T2 = 5.
in R3 0X,0Y en 0Z de drie coordinaatassen van een

esisch coBrdinatenstelsel.

raaien eerst dit stelsel{in positieve richting) over een

Y om de as 0Z, zodat het stelsel ontstaat met cobrdinaat-
n 0X',0v',0Z' =(02).

na wordt dit stelsel gedraaid over een hoek ¢ om OX'

e positie oxX"(=0x"'),0yY",0zZ".

js da%YHE”Eodrdlnaten (x,¥,2) en(x",y",2") van een punt

in R, het verband bestaat

X =

g =

Bewi
beho

7) Bewi
en s

>
a—

8) Gege
vect
Bere
m ee
Hoe,

3

x" cos?V-y

x" sinV+ y" cos¥cos - z" cosVsin ¢

y"

" sinVcos ¢+ 2" sinvsin ¢

sin ¢ + z" cos ¢ .

Jjs, dat de matrix, die bij deze cobrdinatentransformatie
ort, eigenlijk orthogonaal is.

Jjs, dat in R3 de lijnen X = a + Kg' en ; = 3 +}b3' dan
lechts dan elkander kruisen als de drie vectoren

-
¢, b, d 1lineair onafhankelijk zijn.

ven Z1jn in R4 met Carte51sch cobrdinatenstelsel de
oren vV = (2,1,3,0) en w = (1,2,2,4).

ken de kleinste vector r van de vorm r = 3'+ ma' als
n parameter is.

groot is de hoek tussen g“en T2
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9) a) Bepaal de matrix van de hom_,lin.transformatie, die in R_j

10

(1,0,1) overvoert in (5,-1,2) , (1,1,0) in (5,3,4) en
(1,2,3) in (1,-5,-2).

b) Heeft deze matrix een inverse?

¢) Van welke vectoren verandert de richting niet door de

{
transformatie met matrix ( ? :i ﬁ)?
2 4
Bewijs in RB:
X, X, X
b e 17273
) (xxy).2 =| ¥4 ¥, ¥y
2y Zp Zy
b) (X x¥)xz = (X.2) ¥ - (F.2)% .
> I e -, > e e
e) (Xxy). (z xu) = (x.2) (y.u) - (x.u) (y.z).

d) De parametervoorstelling van de loodlijn door qup het

o -
vlak door a en b is;

..’
e) De vergelijking van het vlak door 3 met g'en b als richtings-
vectoren is:
e -> -5
(a xb) . (X -p) O
o
f) De vergelijking van het vlak door a,b, en ¢ is:
- > -> -5 > e
{(a - ¢c)x(b - c)}° (x - ¢) = 0.

- e
a (6]

g) De projectie van ? op de lijn B'+ kg’is in lengte gelijk
aan % (§'. g}.
a
h) De afstand d tussen de kruisende lijnen 1 en m,
5 b -> - e ing
1: X = p + N2 en m: X = q +ub
is gelijk aan
-> e
e B - D). (X« D)
- g -
la % b

{

11)a) Bewijs, dat de getransponeerde zowel als de inverse (zo

deze bestaai)van een symmetrische, antisymmetrische
(alternerende}orthogonale matrix, weer resp. symmetrisch,
antisymmetrisch, orthogonaal is.

b) Bewijs, dat een orthogonale matrix altijd niet-singulier
is en een antisymmetrische (alternerende) van onevery
orde altijd singulier.

¢) Geef een voorbeeld van een symmetrische orthogonale
matrix (# eenheidsmatrix).

1) © is plaatsvector van een punt P
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12) a) Bewijs dat het product van de eigenwaarden van een matrix
gelijk is aan de determinant van de matrix, terwijl de

som gelijk is aan de spoor.

b) Bewijs, dat een vierkante matrix dan en slechts dan sin-
gulier is als O een eigenwaarde is. -

c) Bewijs, dat als A niet-singulier, de eigenwaardenvan'A_1
de inversen zijn van die van A. Wat is het verband tussen
de eigernvectorenvan 21 en die van A2

d) Bewijs dat elke eigenruimte van een matrix een lineaire
vectorruimte is (blz. 200).

e) Bewijs, dat elke eigenvector van een matrix A ook een
eigenvector is van £ (A), als f een veelterm is in A
(blz. 208 e.v.)

f) Wat voor effect heeft het vermeniruldigen van een matrix
met een zekere factor op de eigenwaarden en eigenvectoren
van die matrix?

g) Hoe veranderen de eigenwaarden van een matrix als men bij
de diagonaal-~elementen een constante optelt?

13) a) Bewijs, dat als A een alternerende n-matrix is en I = In
de matrix I-A niet-singulier is.

b) Bewijs, dat de matrix B = (I+A) (I-A)'1 dan en slechts
dan orthogonaal is, als A alternerend (zie opg.27, blz.81).

c¢) Bewijs, dat elke nilpotente matrix defect is en singulier

(blz.204).

14) Gegeven is een re&le (m,n)-matrix A en een re&le m-vector b
met bijbehorend stelsel vergelijkingen Ax=b.
Bewijs, dat
a) de matrix ATA een symmetrische matrix is en positief
semidefiniet (d.w.z. alle eigenwaarden »0);
b) AT
eigenwaarden > 0) als aTa niet-singulier is 4d.W.Z.r=rang

A dan en slechts dan positief definiet is (d.w.z. alle

van A=n $ m;

c¢) van het stelsel vergelijkingen de beste oﬁiossingsvector
x in de zin van de "kleinste kwadraten" ( dus lengte
afwijkingsvector }Ax-b] minimaal) gegeven wordt door
x= ¢ 14, als d = ATb en ¢ = ATA positief definiet; «

a) elke resle positief semidefiniete symmetrische matrix

te schrijven is als een product ATA met A vierkant,
(zie stelling 9.6).
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15) Bewijs, dat de determinant

§
a2+ d2 ab+de ac+df
ab+de b2+ e2 be+ef =0
ac+df betef  co4 £°

is, door aan te tonen, dat hij gelijk is aan het product
van twee determinanten, waarvan er een nul is.

16) Bewijs:
14a 1 1 1
1140 1 1
1 1 1 1
17 1 1 1+d

(Als a,b,c, of d gelijk aan O,interpretere .men het rechter-
1id als abed+bed + acd + abd + abe.)

17) Los de volgende stelsels vergelijkingen op en beschouw de
verschillende gevallen, die zich kunnen voordoen

a){ax + by + ¢z = b+c b){ x + ay + 2%z = 1 + a + a2
bx + ¢y + az = c+a ; X + by + bgz =14+ Db+ b2 5

2 2

cX + ay + bz = a+b X +¢y+c¢cz2=71+c¢c+cC

c)fax +y + z2 =1
X +ay +z2=a -

X +7 + az = a?

18) a) Geef aan voor welke waardefn)van a het stelsel vergelij-

kingen

3x1—%2 - 2X3 = 2 2x1 + 9ax2 + x3 = 100
Xy + 3Xy + 8x, =0 resp. ax, + 2x3 = 12a
Ix4 + 4x2 + (a+8)x3 =1 2xy + 3%, + 3ax5= 1-3a

11x

4+ 8% +2(a+2)x3 = 2a

geen, precies één, resp. meer dan één oplossing bezit.
Geef in geval van oplosbaarheid ock de oplossingen.
b)Het stelsel

x + (3b-1)y -w =0 heeft tenminste twee oplossingen.
- by =z 4w =0 Bepaal blj dit gegeven a en b
X +y - 22 4w = 1 en de oplossingen.

¢

4x - 10z +aw = 3-b
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19) Geef aan voor welke waarden van a de volgende stelsels

strijdig zijn en voor welke oplosbaar (geef ook de op-

lossingen)
alf ax +y =3 b) { 3x +(2-a)y - 2 +2 =0
(3a~-10)x + (a-8)y = -a - 20 ; X + 2y + 3az =0
X +y =a+2 ay + 2z - 4 =0
20) Gegeven de Hilbﬁrt—matrix‘
/]
’l-é--j
ol 10107
=23E hd
111
3 ¥ 5
a)Bepaal 2”1 1s a7t ook symmetrisch?
b)Bewijs, dat A positief definiet is.
¢)1s A7 ook positief definiet?
a b ¢
21) Beschouw de determinant D = |d e f , als functie van de
g h k
9 variabelen a,b,...,k. Zi] Da’ Db’ 0o sy Dk de partigle
afgeleiden van D resp. naar a,b,...,k. Bewijs:
a) aD, + bD + cD_ = D.
p) Da Db Dc Opm. Dit is een bijzonder geval van
Dd De Df _ D2 de eigenschap dat als A een vierkante
b D D matrix is van de n® orde en B diens
g h k

geadjungeerde (zie opg.5 blz. 132)
IB] = [a] 1T Soor n >1.
22) Onderzoek voor welke waarden van \ de matrix
a) Vg Vo V5
Ad 14 -5 2 orthogonaal is.
2 10 11

b)Voor welke direct orthogonaal en voor welke gespiegeld
orthogonaal? (blz.230).

23) Gegeven is de matrix A =(_Z "g) .

Bepaal de matrix B =(X y) z6, dat B = BTA. en iB] = bt

u v
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24) Bepaal in de vergelijking
Ax2 + BXy + Cy2 +Dx + By + F =20
de co&fficignten A, B, ..., F zodanig, dat aan deze ver-
gelijking voldaan wordt door xX = Xqs ¥ = yﬂ, door X = X5
Y = Yoo door X = Xj’ Y = y3, door X = Xys ¥ =Ty en door
59
25) Bepaal a zo, dat het volgende stelsel vergelijkingen een

X = X Yy = y5 te nemen.

oplossing toelaat en los daarna het stelsel voor deze a oOp.

X +y +Z =9
x(x-1)+y(y-1) +z(z-1) =20
xg(x—4)+y2(y—1)+zg(z~1) = a

Xy =6

26) Bepaal de co&ffici&nten d en e in de vergelijking
4X2 + 6xy + y2 + 2dx + 2ey + 9 = O

z6, dat de door deze vergelijking voorgestelde kromme in
R2 de x-as en de y-as raakt. Wat is de kromme voor een
kegelsnede?

27) De vergelijking in 32 te bepalengvangde cirkel, die door
de snijpunten van de cirkels : x + y - 6x + 4y - 12 = 0
en ) yg- 10x - 16y + 40 = 0 gaat en waarvan het middel-
punt op de 1lijn 8x - 3y = 2 ligt.

Welk punt derx-as heeft gelijke machten ten opzichte van
de beide cirkels?

28) Toon aan, dat de orthogonale hyperbolen

2 2 2
X -y =a en xy = ¢

elkaar loodrecht snijden.

29) Beschrijf zo uitvoerig mogelijk de kegelsneden met
vergeli jking:
a) 7x2 - 12xy - 2y2 + 38x - 4 y +27 = 03

b) 4X2 - 12xy + 9y2 -7x + 4y + 9 = 0.
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30) Gegeven het stelsel vergelijkingen

{

2y + 4z - 2u =0

X -y -2z +4%u +2v =0

ﬁ 2x +6u + 4v =0
3% + 2y +4z + Tu + 6v = 0

L Ux - 3y - 62 + 15u + 8v = O

a) Hoe groot is de rang van de co&ffici&nten-matrix?
b) Hoe groot is de dimensie van de oplossingsruimte?
c) Geef de algemene oplossing van het stelsel.
d) Geef een basis aan van de oplossingsruimte.
e) Beschouw het inhomogene stelsgl met dezelfde coEfficiénten~
matrix en rechterlidvector _§2 ’
2t
ht+3
Voor welke waarde(n) van t is dat stelsel oplosbaar?
2 2 1
31) Bepaal de inverse van A = ( g :3 _g uit diens
karakteristieke vergelijking (Cayley-Hamilton).
%2) Ven een symmetrische metrix £ ven de 3¢ orde is gegeven:
g) 0 en 1 zijn de eigenweesrden, wesrven 1 tweevoudig.
b) de vector (1,0,0) is eigenvector van A, behorende bij de
gigenveerde 0O,
Bepeai A,
%%) Geef de kerskteristieke vergelijking ven de metrix
4y ~257 240
A={ 29 -160 150
21 =414 106 .
en bepeel met benulp nierven de eigenwaerden.
eneel tevens de eigenrijen en de eigenkolommen. Is A defect?
34) ) Bewijs, det zlke orthogon:le metrix A ven oneven orde met
[A] = 1 een eigenwserde heeft, die gelijk is aen 1.
b) Bewijs, det iedere eigenlijke orthogonele metrix in

een ruimte ven oneven orde cen vector # nulvector
inverient leet. Wat betekent dit meetkundig in R3 ?

4




35)

Bepaal a,b en ¢ zd, dat van de matrix

a o0 0]
A={-18 b -12
14 -b c

de som van de eigenwaarden gelijk is aan 6 en (1,6,-5)
een eigenvector is.

Bepaal ook de andere eigenvectoren.

Einde van de Syllabus Lineaire Algebra en Meetkunde

van de
Cursus Wetenschappelijk Rekenaar A, 1961-'63




